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schenkt, tM OBlfe^K^ea^m,^ 
vorbereiteten Untemehinungen des Teubnersohen Verlags durch aus- 
föhrliche Selbatanieigen der Verfanser in Kenntnis setzen. Die fitit- 
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Bobafteu nebst Grenagebieten" (100. Ausgabe. pCLVUI u, 272 S.] gr. ö. 
1904. Tergriffen) erscheint im FrObjahr 1908 "in neuer Anflage mit ein- 
gebender alphabetischer und ayatematiBcher Bibliographie und eiuem 
Gedenktagebucb für Mathematiker. Wünsche' um Zu»endang, die kosten- 
frei erfolgt, nehme ich jederzeit gern entgegen. 
LEn>zra, Pojdlstraße 3. 
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Als ich meine „FeBt'igkeitslehre", die den dritten Band 
dieser Vorlesungen bildet, för die dritte Auflage zu bear- 
beiten hatte, entschied ich mich nach sorgfältiger Erwägung 
zu einer erhebliehen Einschränkung des Stoffes, der darin behandelt 
werden sollte. Das geschah freilich nicht, weil ich die w^- 
gelafisenen Teile an eich als Oberflüssig betrachtet hätte. Um- 
gekehrt mufite mir vielmehr für gewisse Zwecke eine Er- 
weiterung des Stoffes weit über das frühere Maß hinaus not- 
wendig erscheinen. Andererseits gebot aber die Rücksicht auf 
das praktisch erreichbare Ziel einer für alle Studierenden der 
Ingenieurwissenschaften bestimmten Vorlesung unbedingt eine 
Einschränkung. Um beiden Forderungen genügen zu können, 
mußte ich mich daher zu einer Teilung des ganzen Stoffes, 
der hierbei überhaupt in Betracht kommt, in zwei Bände ent- 
schließen. Von diesen Bänden umfaßt der dritte in der vor 
zwei Jahren erschienenen Neuauflage nur noch das, was sich 
ungefähr in einer allgemeinen Vorlesnng der bezeichneten Art 
unterbringen läßt, während der fünfte Band, den ich hiermit 
der Öffentlichkeit übergebe, für ein weitergehendes Studium 
bestimmt ist und namentlich jenen Ingenieuren, die sich in 
ihrem Berufe nicht selten auch mit schwierigeren Festigkeits- 
berechnungen zu beschäftigen haben, dazu eine geeignete An- 
leitung geben soll. 

Diesem Zwecke suchte ich die Auswahl und die Be- 
handlung des Stoffes in erster Linie anzupassen. Dabei habe 
ich mich vielfach von den Anregungen leiten lassen, die ich 
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aus Anfri^eD von außerhalb und aus den Äußerungen von 
manchen meiner ehemaligen Schüler über ihre Erfahrungen in 
der Praxis erhielt. Was ich auf diesem Wege erfuhr, läßt 
mich schließen, daß nicht nur die Schätzung eines grüadlichen 
theoretischen Wissens allgemein im Steigen begriffen ist, 
sondern daß auch die Ansprüche, die daran gestellt werden, 
fortwährend wachsen. Das bezieht sich selbstverständlich nicht 
auf alle Ingenieure; aber es scheint doch, daß namentlich die 
größeren industriellen Werke jetzt weit mehr Wert als früher 
darauf legen, unter ihren Ingenieuren einige zu haben, die mit 
den theoretischen Grundlagen ihres Faches besonders gut ver- 
traut sind. Und diesen Ingenieuren werden dann, wie ich 
wahrnehmen konnte, gar nicht selten Aufgaben aus der 
Elastizitätstheorie gestellt, zu deren Lösung, selbst wenn sie 
(wie es gewöhnlich der Fall ist) nur angenähert verlangt wird, 
ausgiebigere Hülfsmittel erforderlich oder mindestens erwünscht 
flind, als sie früher im dritten Bande meiner Vorlesungen ge- 
boten werden konnten. 

Hierzu kommt noch ein anderer Umstand, der mir gleich- 
falls eine in den Zielen und nach den Verfahnmgsweisen weiter 
gehende Darstellung der Elaetizitätstheorie, die den Bedürf- 
nissen der Ingenieure angepaßt ist, notwendig erscheinen ließ: 
nämlich die Einführung der technischen Doktorwürde, Von 
Tomherein durfte man hoffe», daß diese das wissenschaftliche 
Streben der jüngeren Ingenieure kräftig fördern würde und 
diese Hoffnung hat sich auch ohne Zweifel erfüllt. Die mit 
Recht verhältnismäßig hoch gestellten Anforderungen an die 
wissenschaftliche Arbeit eines Doktoranden haben freilich da- 
für gesorgt, daß die Zahl der Promotionen in den hier iu 
Frage kommenden Fächern nicht allzugroß ausfällt. Aber 
nach dieser Zahl aUein lassen sich die Folgen der neuen 
Einrichtung nicht beurteilen. Es kommt vielmehr hinzu, daß 
recht viele, wenn sie auch schließlich auf die Erreichui^ dieses 
Zieles verzichten, schon dadurch, daß es überhaupt aufsteckt 
wurde, zu einer weiteren Beschäftigung mit der Theorie ver- 
anlaßt werden. 
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Zu den Fächern, die für ein solches Studium bevorzugt 
werden, gehört die technische Mechanik überhaupt und ins- 
besondere auch die Festigkeitslehre. Nun ist von vornherein 
klar, daß eine ivissenschafUiche Arbeit, die immerhin 
etwas Neues bringen soll, aus dem im dritten Bande be- 
handelten Gebiete, das schon so vielfach durchgearbeitet wurde, 
allein nicht ehen leicht herausgeholt werden kann. Das wird 
ganz anders, wenn die Erweiterung, die dieser fünfte Band 
bringt; mit dazu genommen wird. Man wird in ihm eine 
große Zahl von Anregungen zu Arbeiten finden können, die 
den Ansprüchen an eine Dissertation zu genügen vermögen. 
Den öfters, nicht nur ans dem Kreise meiner Schüler, sondern 
auch vou auswärts an mich herantretenden Anfragen wegen 
eines passenden Themas auf diesem Gebiete werde ich künftig 
durch den Hinweis auf diesen Band antworten können. 

Übrigens habe ich an manchen Stellen des Buches eine 
weitere Ausarbeitung, die sonst nahe gelegen hätte, sogar ab- 
sichtlich unterlassen, weil ich dem Leser die Gelegenheit und 
die Befriedigung nicht nehmen wollte, mit eigenen Kräften 
weiter zu kommen. 

Über die Art, wie der Leser diesen Band wohl am besten 
benutzen wird, mögen mir einige Ratschläge gestattet sein. 
Voraussetzung für die Benutzung ist jedenfalls, daß man die 
Lehren des dritten Bandes bereits keimt und schon einige 
Übung in ihrer Anwendung erlangt hat. Wenn dies zutrifft, 
erscheint aber ein regeln^ßig von Seite zu Seite fortschreiten- 
des Studium des Buches nicht nötig uud da es zu zeitraubend 
und zu anstrengend wäre, auch nicht empfehlenswert. Man 
möge den Band zuerst einmal unter Überschlagung der meisten 
Einzelaasführungen flüchtig durchgehen, um sich eine unge- 
fähre Kenntnis von den verschiedenen Gegenständen zu ver- 
schaffen, die darin behandelt sind. Dann wende man sich ge- 
trost, ohne Rücksicht auf die Reihenfolge, zum nähern Studium 
irgend einer Sache, von der man sich gerade angezogen fühlt 
oder von der man glaubt, daß man sich einen Nutzen davon 
versprechen dürfe. Hierbei werden freilich öfters Rückver- 
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VI Vorwort. 

weirangen auf frühere AnsfQhrungen störend seiD. Aber über 
solche Dinge liest man am besten zuerst hinweg, d. h. man 
nimmt einstweilen als richtig an, was von früher Übernommen 
ist und achtet nur darauf, was an der betreffenden Stelle von 
neuen Gedanken hinzukommt. Das wird häufig schon die 
Hauptsache sein. Dann kann man damit beginnen, das vorher 
Übergangene durch Verfolgung der Bückverweisungen nach- 
träglich noch aufzuklären. Zuletzt wird es häufig nötig sein, 
den Rechenstift zur Hand zu nehmen, um Zwischenbetrach- 
tungen, die nur angedeutet oder auch ganz weggelassen sind, 
selbst auszuführen. Wenn man schon weiß, um was sich die 
ganze Betrachtung dreht, wird man aber mit diesen Einzelheiten 
viel leichter zustande kommen, als bei einem stetigen Fort- 
schreiten von Seite zu Seite. Ein Leser, der Neigung und 
Befähigung zu theoretiscben Studien mitbringt, wird, wie ich 
annehme, auf diesem Wege auch den schwierigeren Betrachtungen 
folgen können, ohne dabei zu erlahmen. 

Ausdrücklich möchte ich noch erwähnen, daß der erste 
Abschnitt, der sich besonders mit den Arbeiten von Mohr zur 
Festigkeitslehre beschäftigt, nicht als notwendige Vorbedingung 
für das Verständnis der übrigen Abschnitte zu betrachten ist. 
Auch sonst ist die Reihenfolge der einzelnen Abschnitte ziem- 
lich willkürlich gewählt. 

Am Schlüsse des ersten Abschnittes findet man auch die 
mit der Lehre vom Spannungszustande sehr eng verwandten 
Betrachtungen über die Momente eines Massensystems. Mit 
Rücksicht darauf, daß der hier vorliegende Band nur einen 
Bestandteil des größeren Werkes bildet, in dessen Rahmen 
diese Betrachtungen gehören, hielt ich es für richtig, sie an 
dieser Stelle unterzubringen. 

Die Überschrift dieses Bandes kündigt die „wichtigsten" 
Lehren der £lastizitätstheorie an. In einem Lehrbuche der 
technischen Mechanik können darunter natürlich nur die für 
die praktische Anwendung wichtigsten Lehren gemeint sein. 
Aber auch wenn die Bezeichnung in diesem Sinne verstanden 
wird, kann man noch verschiedener Ansicht darüber sein, welche 
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Lekreii nna gerade als die wichtigsten zu betrachten seien. Da 
mag 68 mm sein, daß mir Tielleicht noch manches entgangen 
ist, was eigen tKch hierher gehört hätte. Jeder Wink oder 
Ratschlag, der sich hierauf bezieht, wird mir sehr willkommen 
sein und für spätere Auflagen, die diesem Baude etwa be- 
schieden sein sollten, würde ich gern imd mit Dank davon 
Oebraueh machen. An mathematischen Vorkenntnissen werde 
ich aber natfirlich auch in Zukunft nicht mehr bei dem Leser 
voraussetzen dürfen, als solche in den fQr die Ingenieare be- 
stimmten Vorlesui^en an den technischen Hochschulen er- 
worben werden können. 

Bei der Durcharbeitung eines größeren Gebietes zum 
Zwecke einer selbständigen Darstellung gelangt man gewöhn- 
lich ganz Ton selbst zu manchen neuen Ergebnissen und solche 
wird man daher auch in diesem Buche finden. Hierauf habe 
ich aber hei der Bearbeitung weniger Gewicht gelegt, als auf 
die Art der Behandlung des ganzen Stoffes, die ich überall so 
einzurichten suchte, daß man sich hei der vorher besprochenen 
Benutzungsweise des Buches von dem Studium dauernd ange- 
zogen fehlen könnte. In wie weit mir .dies gelungen ist, muß 
ich freilich der Beurteilung meiner Leser überlassen. 

Uanchen, im Juni 1907. 

A. Föppl. 
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Erster Abschnitt. 
Spannnngsznstand nnd Brachgefohr; Homente von Massen. 

§ 1. Der dreiaolisige Sp&nnangSBaBtaad. 

Im ersten Abschnitte des dritten Bandes wurden die Unter- 
sucliungen über die allgemeinen Eigenschaften eines beliebigen 
Spannungsznstandes nnr so weit durchgeführt, als es fUr die 
nächsten Bedürfnisse nötig erschien. Damit reicht man aber 
nicht immer ans. Hier soll daher die frühere Betrachtung von 
neuem aufgegriffen werden, wobei aber Alles, was bereits be- 
sprochen war, aU bekannt vorausgesetzt werden darf. 

Es bandelt sich also jetzt um die Untersuchung des all- 
gemeinsten Spannungszustandes innerhalb eines unendlich klei- 
nen Bezirks und zwar auf Gnmd der Gleichgewicbtabedingungen 
an einem beliebig gestalteten Element des Körpers. Als voll- 
etändig beschrieben kann der Spannungszu stand erst dann gelten, 
wenn man fiir jedes 'beliebig gestellte Flächeaelement innerhalb 
dieses Bezirks die in jbm übertragene Spannung nach Rich- 
tung und Größe anzugeben verm^. Für zwei unendlich be- 
nachbarte parallele Scbnittfiächen unterscheiden sich die anf 
die FBcbeneinheit bezogenen Spannungs-Komponenten unend- 
lich wenig voneinander. Auf diese unendlich kleinen Unter- 
schiede, die freilich, wie sich schon früher zeigte (Bd. III, S, 22) 
in anderer Hinsicht sehr wichtig sind, soll aber jetzt nicht 
geachtet werden. Wir behalten uns also vor, diese, wenn es 
nötig wird, später noch gesondert zu betrachten, wahrend hier 
nur die von der zweiten Ordnung kleinen Kräfte an der Ober^ 

7Gppl, SUatUiUtathsarls, 1 
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ääche eines KÖrperelemeoteB miteinander verglichen werden 
sollen, denen gegenüber die SpanQungBaQterscliiede zwiBchea 
parallelen Flächen, sowie die Massenkräfte, die beide von der 
dritten Ordnung unendlich klein sind, yemschläHsigt werden 
können. 

Mit anderen Worten heißt dies, daß wir für den Zweck 
- der jetzt beabsichtigten Untersuchung den Spannungszuatand 
innerhalb des unendhch kleinen Bezirks als konstant oder, wie 
man auch sagt, als homogen betrachten können, womit aus- 
gedillckt werden soll, daß zwei kongruente und parallel ge- 
legene ßaumelemente innerhalb des unendlich kleinen Bezirks 
auf allen gleich gelegenen Flächen dieselben Spannungen er- 
fahren. 

Wir wollen uns jetzt nach einem Hilfsmittel umsehen, 
das uns eine anschauliche Vorstellung von dem Spannungs- 
zustande zu bilden gestattet. Zu diesem Zwecke denken wir 
uns eine Kugel von unendlich kleinem Halbmesser abgegrenzt 
und betrachten die Spannung, die in jedem Fläcbenelemente 
dieser Kugel übertragen wird. Der Spannungszustand inner- 
halb des Bezirks ist offenbar vollständig bekannt, wenn wir 
für jedes Element der KugeloberflSche die dort übertragene, 
auf die Flächeneinheit bezogene Spannung nach Richtung und 
Öröße anzugeben vermögen, da sich zu jeder Schnittebene, die 
sich überhaupt durch den unendlich kleinen Bezirk legen läßt, 
zwei diametral gegenüber liegende Oberflächen elemente der 
Kugel angeben lassen, die dem Schnitte parallel sind und in 
denen daher dieselben bezogenen Spannungen übertragen wer- 
den. In jedem Punkte der Kugeloberfläche denken wir uns 
nun eine Strecke angetragen, die in einem beliebig gewählten 
Maßstäbe die Große und zugleich auch die Richtung der dort 
auftretenden bezogenen Spannung darstellt. Auch die Pfeil- 
richtung, nach der wir die Strecke abtr^en, soll mit dem 
Pfeile der von außen her auf die Kugel durch das Flächen- 
element hindurch übertragenen Kraft übereinstimmen. 

Nun mußten wir uns freilich die Kugel so klein denken, 
daß der Spannungszustand im ganzen Kugelraum als homogen 
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1 werden kann, i^mlioh eo daü er mit dem im Mittel- 
punkt A der Kugel, auf den sich die Kugel bei fortwährender 
Verkleinerimg ihres Halbmessers schließlich zusammenziehen 
läßt, überall übereinstimmt. Weil die Kngel im letzten Ziele 
nur den Zweck hat, den Spannungszuatand im .Punkte Ä zu 
veranschaulichen, wollen wir sie in der Fo^e auch selbst kurz 
als die Kugel Ä bezeichnen. Für den Zweck einer bildlichen 
Wiedei^be steht aber nichts im Wege, die unendlich kleine 
Kugel A in entsprechender Vei^rößerung zu zeichnen. 

Mangelangt dadurch 
zu einer Zeichnung, wie 
sie in Abb. 1 wenigstens 
angefangen ist. Auf der 
Kngel iät irgend ein 
F^henelement dF an- 
gegeben, dessen Stellung 
vollstSndig durch den 
Radiusrektor r beschrie- 
ben wird. Am End- 
punkte von t ist der 
Vektor 8 angetrabten, der 
die in dF auftretende 
bezogene Spannung dar- 
stellt. Zu jedem r gehört 
ein bffltimmtes S, d. h. 3 
ist eine Funktion von r, die noch luiher zu bestimmen ist. 
Benkt man sich alle diese S an%etr^en, so liegen die End- 
punkte auf einer gewissen F^che. 

Da ea auf den Halbmesser der Kugel in der Zeichnung 
nicht ankommt, wollen wir uns die Vergrößerung weiterhin 
so gewählt denken, daß dieser Halbmesser gleich der Längen- 
einheit und der Radiusvektor t daher ein Einheitsvektor wird. 
Bezeichnen wir die Komponenten von t, d. h. die Projektionen 
von r auf die Richtungen XYZ eines beliebig durch den 
Mittelpunkt der Kugel gelegten rechtwinkligen Koordinaten- 
Sfstems mit r^, r^, r,, so geben diese Größen zugleich die 
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Kosinua der Winkel an, die eine im Flächenelemente dF er- 
richtete Normale mit den Eoordinstensclisen bildet. Zugleich ist 

«■i' + »•»' + U' = 1- (1) 

Die Spannung S kann man sich naohträglicb auch noch 
in eine Normalspannung und Sdiubspannimg zerlegt denken, 
indem man S auf die Richtui^ der Normalen, d. h. auf die 
BichtuDg des EUnheitsvektors i und auf die Tangentialebene . 
der Kugel im Endpunkt von r projiziert. Die NormalBpannusg 
sei, wie schon früher immer, mit tf oder auch, wenn die Stel- 
lung des Flächenelements hervorgehoben werden soll, zu dem 
sie gehört, mit s^ bezeichnet; dann bat man, da r ein Einheits- 
vektor ist 

fft = tS, (2) 

worunter das innere Produkt aus i und ä zu verstehen ist. 

Die Schubspatmimg kann in der Tangentialebene noch 
eine beliebige Eichtui^ haben. Um eine bestimmte Richtung 
hervorheben zu können, denke ich mir in dieser Richtung 
ein Ereisbogenelement auf der Kngeloberfläche gezogen, das 
mit dl bezeichnet werden kann, da sich dieses Element ab 
ein geometrisches Differential des Vektors r ansehen läßt. Das 
innere Produkt 

SiJt 

gibt dann daa algebraische Produkt auB der in der Richtung 
von dr genommenen Schubspannungs-Eomponente und der 
Länge von Sx an. Zieht man an Stelle von 6x, aber in dessen 
Richtung einen zweiten Einheitsvektor r', so kann auch die in 
dieser Richtung genommene SchubspannimgB-IComponente t 
selbst ausgedrückt werden durch die Gleichung 



Um die Abhängigkeit zu ermitteln, in der ä von i steht, 
betrachtet man daa Gleichgewicht der Spaminogen an der 
Oberfläche eines passend abgrenzten Körperelementes. Das 
kann in verschiedener Weise geschehen. Api einfachsten ist ee für 
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uns, auf die bereits fertig vorliegenden Untersuchungeu über 
dw Gleicbgewicbt eines unendlich Ueineu Tetraeders im § 5 
des dritten Bandes znrUckzi^reifen. 

Die Abbil- 
dung des Tetra- 
eders in Änfriß 
und Grundriß 
möge zur Erläute- 
mng der damals 
gebrauchten Be- ~ 
Zeichnungen hier 
nochmals als Ab- 
bildung 3 abge- 
druckt ' werden. 
Aue den Gleich- 
gewichtsbedin- 




schieben in den 
Eichtungen der 
drei Koordinaten- 
achsen ei^aben 
sich damals drei 
Gleichungen, die 
man auch aus der X 

Figur leicht ohne ^'"" 

weiteres von neuem wieder ablesen kann, immlich 

Pnx "^ tS^COB(nx) + Tj,^COs(»y) -|- T^j.C08(M«) 

p — ff eos(«y) -|- t,j,cos(m2) -|- r^ coa(M3:) 
^„ = ff, cos (ne) + Tj, cos (lu) -|- t^, coa (ny). 
Damit sind die Spannungskomponenten fdr jede vierte 
Schnittrichtung ermittelt, wenn sie für die Koordinatenebenen 
als Schnittebenen bekannt sind. Wir wollen diese Gleichungen 
zunächst noch in jene Bezeichnungen umschreiben, die hier eio- 
'gefBhrt wurden. Dann ist an Stelle von p^^ jetzt Sj zu setzen, 
indem j?„, oder s^ die Komponente von $ in der Richtung der 
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X-AchBe bedeutet. Ebenso ist nach einer früher schon ge- 
machten Bemerkung cos (nx) durch r^ zu ereetzea usf. Die 
Gleichungen lauten daim 

»1 -n'?« + ''jV + '■»''" I 

Sg — y^e, + »"iTj, + »"sTj,, ) 

Hiermit ist die Au%abe S als Punktion Ton t darznstelleD, 
im wesentlichen schon gelöst. Denn für jedes gegebene t 
lassen sich die Komponenten von i nach diesen Gleichungen 
berechnen. M^i sieht auch, daß die Komponenten von & 
lineare Funktionen der Komponenten von r sind; die Span- 
nuQgskomponenten 0, usf. sind bei dieser Darstellung als 
konstante Koeffizienten anzusehen, da sie ihren Wert nicht 
ändern, wenn man von einem r zu irgend einem andern 
übergeht. 

Eine derartige Abhängigkeit eines Vektors § von einem 
anderen Vektor t, die sieh durch lineare Gleichungen zwischen 
den Komponenten darstellen Kßt, ist von besonders bemerkens- 
werter Art und kommt in vielen Teilen der mathematischen 
Physik, namentlich auch in der Dynamik bei der Lehre von 
den Drehbewegungen, bei der Geometrie der Massen uef vor. 
Das ist der Grund dafür, daß Betrachtungen, von der Art, wie 
wir sie hier vorhaben, sehr häufig wiederkehren. Man sagt, 
daß in allen diesen Fällen die betrachtete Gesetzmäßigkeit 
analytisch durch eine lineare Vektorfunktion dai^estellt 
wird. Die Theorie dieser linearen Vektorfunktionen läßt sich 
rein mathematisch, ohne Bezugnahme auf ein besonderes Bei- 
spiel entwickeln und wenn dies gesehen ist, braucht man im 
einzelnen Falle die allgemein gültigen Lehren nur auf diesen 
Fall anzuwenden. Hier kann ich aber natürlich diese mathe- 
matische Theorie nicht als bekannt voraussetzen und ich muß 
daher jene Eigenschaften der linearen Vektorfunktionen, auf 
die es hier ankommt, besonders entwickeln. 

Gegenüber der allgemeinen Theorie der linearen Vektor- 
funktionen vereinfacht sich übrigens die Betrachtung in unserem 
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Falle noch recht weaentlicii, weil, wie wir schon wissen, nach 
dem Satze von der Gleichheit der einander zageordneten Schab- 
epannimgen zwischen den Eoefßzieatexi der Funktion die Be- 
ziehungen T = T usf. bestehen. Von diesem Umstände 
werden wir sofort Gebrauch machen, um einige einfache und 
wichtige Satze abzuleiten, die für alle linearen Vektorfimktio- 
nen gültig sind, denen diese besondere Eigenschaft zukommt. 
Man betrachte zwei beliebige Stellen der Kugel mit den 
Radienrektoren t und t' und den zugehörigen SpannungeQ % 
and §'. Wir bilden das innere Produkt aus r' und §, also die 
Projektion von S auf' den nißht dazu gehörigen, beliebigen' 
anderen Radius r'. Wegen der Gleichungen (3) erhalten 
wir dafür 

t'g = r,'Si-l-'r,'i^ + r3'Sj 

= '^iin tf, + »'t',« + »"j»^«) + »"tX- ■ ■) + ^i{- ■ ■) 

"^ ''i(*'»'*« + *■»'*«;, + *■/*».) + »"»(»"i'*** + ^i'^y + U'^'p.) 

+ '"aCn'n« + »■»'■'■!, + n'O- 

Wie man sieht, geben aber bei der letzten Art der Zu- 
sammenfassung die in den Klammern stehenden Werte nach 
den Gleichungen (3) die Komponenten des Vektors ä' an, der 
zum KadiuBTektor i' gehört. Man hat daher 

r'§ = r,Si'-|-rsSj' + »'sV 
oder, da die rechte Seite der Gleichui^ das innere Produkt 
aus r und §' darstellt, kürzer 

t> - rr. (4) 

Jede der beiden Spannungen liefert daher beim 
Projizieren auf den andern Radius dieselbe Projek- 
tion, wie man auch die beiden Flächenelemente ge- 
wählt haben mag. Stehen r und r' senkrecht aufeinander, 
so spricht Gl. (4) nochmals die Eigenschaft aus, von der wir 
bei der Ableitung ausgegangen waren, daß die einander zn- 
geordneten Schnbspannungen gleich sind. Man kann daher 
sagen, daß Gl. (4) eine Verallgemeinerung dieses Satzes darstellt. 
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Wir wollen femer Gl. (4) auf den Fall anwenden, dafi t' 
und r unendlich nahe benachbart sind. Dans ]S£t sich 

r'=t + Är and «' = « + ^8 

schreiben und wenn man dies in 61. (4) einsetzt, erhält maa 

nach W^heben des gleichen Gliedes tg auf beiden Seitm 

ä«t-tdä. (5) 

Nun war nach GL (2) ff = t8 und wenn wir zu einer be- 
nachbarten Stelle iibeit^ehen, ändert sich die Nonnalspannung 
e lun ein Differential da, das sich zu 

ä6=xdi + äSx = 2r*8 = 2«tfr (6) 

berechnet, wenn man bei den letzten Umformungen auf Gl. (5) 
achtet. Vorher war aber schon darauf hingewiesen worden, 
daß e dt das algebraische Produkt aus der Länge von dt und 
der in dieser Richtung genommenen Schubspannungskomponenten 
ist. Dieser Schubspannuagskomponenten ist daher 
der Zuwachs proportional, den « erfährt, wenn wir 
um dt auf der Kugeloberfläche fortschreiten. Nun hat 
die gesamte Schubspannung auf jedem Flächenelement eine 
ganz bestimmte Richtung und einen bestimmten Pfeil und im 
Sinne dieses Pfeiles müssen, wir daher fortschreiten, um von 
einer gegebenen Stelle aus möglichst HchneU nach- einer 
anderen zu gelangen, an der e (algebraisch genommen) größer 
ist. Schreiten wir in dieser Weise fort, ho müssen wir schließ- 
lich zu einer Stelle gelangen^ an der ff seinen größten Wert 
erreicht. Da sich i und daher auch überall stetig auf der 
Eugeloberfläche ändert und (im allgemeinen wenigstens) nicht 
konstant ist, muß nämlich ein solches analytisches Maximum 
jedenfalls bestehen. An dieser Stelle ist aber nach den all- 
gemeinen Bedingungen eines Maximums oder Minimums 

dff ^ und daher auch §di = 
und zwar für jedes dt, d. h. die Schubspannung ist an dieser 
Stelle Kuli und S steht senkrecht auf der Kugelöäche. Die 
Tangentialebene an die Eugelfläche ist daher nach den schon 
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im dritten Baude gebrauchten Bezeichnongen eine Hauptebene 
und die zugehörige Spannung eine Hauptspannung. 

Schreitet man entgegengesetzt der Bichtang der Schub- 
spannnng auf der Eugeloberfläche weiter, so verkleinert sich ff 
fortwährend, bis man zu einer Stelle gelangt ist, bei der a za 
einem Minimum geworden ist. Auch dort muß die Sehub- 
spannung zu N.oll werden und wir haben eine zweite Haupt- 
ebene. 

Daß die beiden Hauptebenen, zu denen wir auf diese 
Weise gelangt sind, senkrecht zueinander stehen 
müssen, folgt sofort aus Gl, (4), wenn man darin unter i und 
S' die beiden Hauptspannungen versteht, von denen wir, nach 
der Art, wie wir sie ermittelt haben, sicher aussagen können, 
daß sie verschieden groß sein mtisaen. Setzen wir also S =*,st, 
um auszudrücken, daß § und t gleichgerichtet sind und &' = s't', 
80 wird nach Gl. (4) 

sr't = s'x'x oder r'r = 0, d. h. r' _L r. 

Nur wenn zwei Hauptspannungen von gleicher Größe 
sind, können die zugehörigen Hauptebenen behebige Winkel 
miteinander einschließen; diesen besonderen Fall wollen wir 
aber zunächst ausschließen. Dann können nur drei Haupt- 
ebenen vorkommen, da die dritte auf den beiden vorigen senk- 
recht stehen muß und hierdurch schon völlig bestimmt ist. 
Daß diese dritte Ebene in der Tat auch immer eine Haupt- 
ebene sein muß, geht sofort aus dem Satze von der Gleichheit 
der einander zugeordneten Scbubspannungen hervor. Man denke 
sich etwa einen kleinen Würfel herausgeschnitten, dessen 
Seitenflächen in die bezeichneten Ebenen fallen. Wenn auf 
zwei benachbarten Seitenflächen keine Schubapannungen vor- 
kommen, mnß nach jenem Satze auch die Schubspannung auf 
der dritten Ebene NuU und nach Gl. (6) daher auch für diese 
Schnittebene $e = sein. 

Nachdem das Bestehen der drei Hauptebeiien und der 
zugehörigen Hauptspannungen nachgewiesen ist, läßt sich die 
weitere Betrachtung dadurch vereinfachen, daß man die Ko- 
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ordinatenachsen der XYZ, die vorher willkürlich gezogen 
waren, jetzt mit den Richtnogen der Hanptspmmungen zu- 
eammenfaUen ^t. Die Gleichungen (3) vereinfachen sich 
dann zu 

Si^r^G^; s, = *-jö|,; Sg =- rgö^. (7) 

Unter ff^ff.ff, sind jetzt die Hauptspannungen zu verstehen. 
Dabei mögen die Bezeichnungen so verteilt' sein, daß tf, 
die algebraisch kleinste Hauptspannung (d. h. entweder die 
kleinste vorkommende Zugspannung oder die größte Druck- 
spannung), die mittlere und a, die größte Hauptspannung 
angibt. 

Aus den Gl. (7) folgt zunächst, daß die als Koordinaten- 
ebenen dienenden Hauptebenen zugleich Symmetrieebenen für 
den 3p annnngszu stand sind. Betrachtet man nämlich zwei 
Punkte der Eugellläche, die zu einer der Koordinatenebene, 
etwa zur X T-Ebene symmetriacli liegen, so sind r^ und r, für 
beide gleich und r^ ist zwar auch von gleicher Größe, aber 
entgegengesetztem Vorzeichen. Das Gleiche gilt dann nach 
den Gl. (7) auch von den Spannungskomponenten Sj^StSg, d. h. 
die Gesamtspannungen ä sind an beiden Stellen von gleicher 
Größe und ihre Richtungslinien U^en ebenfalls symmetrisch zur 
Xy-Ebene. Die ganze Eugel A wird daher von den drei 
Hauptebenen in acht Oktanten mit gleichen und symmetrischen 
Spannungsverteilimgen zerlegt, ao daß es weiterhin genügt, die 
Spannungen für alle Punkte der Oberfläche eines dieser Ok- 
tanten, etwa jenes, der zwischen den positiven Koordinaten- 
achsen liegt, näher zu untersuchen. 

Für die Normalspannung e an einer durch die Kompo- 
nenten r^r^r^ von r gekenu zeichneten Stelle erhält man nach 
den Gleichungen (2) und (7) 

« == »-i'öj + r^^^ + ^s^ö,. (8) 

Der Gesamtbetrag der an dieser Stelle auftretenden Schub- 
epannung sei mit i bezeichnet; dann erhält man aus 

T* = ä* — tf* =■ Si* -I- S»3-|- Sj' — ff' 
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darch Emsetzen der Werte in (7) und (8) nach einfEMsher Um- 



t = V^'^/iSy " ff,/ -f- r,W6, - ff,)» + r,'r,\c, - ff,)'. (9) 

Auf die Ermittelung der ßicbtimg von r in der Tan- 
gentialebene, die eich zwar auch leicht durchführen ließe, kann 
Terzichtet werden. Auch aus GL (9) erkennt man, daß die 
Schubspaunung nur an den auf den EoordinatenachBen Uzen- 
den Punkten der Eugeloberfläche, för die von den drei Bieh- 
i^uugskosinus T^r^r^ zwei Ifull sind, verschwinden kann, wenn 
die Hauptspannungen o^^^gO, von verschiedener Größe sind. 
Sind dagegen von den Hanptspannungen zwei oder drei ein- 
ander gleich, 80 treten die vorher ausgeschlosaenen besonderen 
Fälle ein, die aber so einfach sind, daß sie jetzt keiner weiteren 
ErSrterung bedürfen. 

Wir wollen noch insbesondere die Spannungen an allen 
Punkten der Kugelfläche miteinander vergleichen, die in einer 
der drei Koordinatenebenen, etwa in der XI^-Ebene liegen. 
Für diese Punkte ist r, = und daher nach den Gl. (7) auch 
-^ = 0. Die Spannung ^ Hegt daher selbst in dieser Eoor- 
dinatenebene, wie übr^ens auch sch'on aus den vorher be- 
eprochenen Symmetrieeigenechaften zu schließen gewesen wäre. 
Die Ausdrücke flir ff and t nach den Gleichungen (S) und (9) 
vereinfachen sich hier zu 

e = r^0^ + *"»**„ lind X -^ r^r^((S^ — ff,), 

was mit den im Band lU, Gl. (16), S. 32 fOr den ebenen 
Spaunungszustaad abgeleiteten Formeln Über einstimmt, wenn 
man beachtet, daß in den dort gebrauchten Bezeichnungen 
r, = sin 90 und fj = cos y zu setzen ist. Auf das abweichende 
Vorzeichen von t kommt es nämlich nicht an, da in den hier 
abgeleiteten Formeln nur auf den Absolutwert und nicht auf 
die Richtung von z geachtet worden ist. 

In der Tat sind die Spannungen f^r die in einer der 
Koordinatenebenen liegenden Punkte der Kugeloberfläche, wie 
man aus den Formeln erkennt, ganz unabhängig von der 
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dritten H&nptspannung, d. h. eie sind ebenso^oß &le wenn die 
dritte Hauptspannung Null wäre oder als wenn es sich um 
einen ebenen SpannungBzuataud bandelte. — Überhaupt folgt 
aus dem Uiustande, daß S eine lineare Funktion von r ist, da& 
man eich den dreiachsigen Spannnngszustand aus einer Über- 
einanderlagerung eines ebenen Spannongszustandes mit einem 
einachsigen zusammengesetzt vorstellen kann, was im dritten 
Bande schon ausgesprochen, aber noch nicht streng bewiesen war. 
Denkt man sich die Spannungen 2, die zu allen Punkten 
der Kngelääche gehören, alle von einem gemeinsamen Anfang»* 
punkte aas abgetrsf^en, so liegen die Endpunkte auf einem 
Ellipsoide, das man als das Spannungsellipsoid bezeichnet. 
Zwischen den Koordinaten der Endpunkte s^s^s^ besteht näm- 
lich die aus (7) durch EUmination von r^r^r, mit Hülfe von 
Gl. (1) hervorgehende Oleichung 



G)"-*-ft)'+(«"= 



Die Hauptachsen des EUipsoids geben demnach die Haupt- 
spannungen an. 

Auch wenn man jede Spannung S am Ende des zu- 
gehörigen Radiusvektors r abträgt, wie dies in Abb. 1 (S. 3) 
angegeben war, liegen die Endpunkte auf einem Ellipsoid, das 
ausnahmsweise auch in eine ebene, von einer Ellipse begrenzte 
FUche übergehen kann. Bezeichnet man nämlich die Koor- 
dinaten des Endpunktes von & mit v^v^v^, so hat man 

i'i =- n + «1 ; «1 — »"i + «s ; i'» = »'s + Sj, 

woraus nach Einsetzen aus den Gleichungen (7) 

folgt. Dass 1 neben «^ usf. als Summand auftritt, kommt da- 
her, daß der Halbmesser der Kugel gleich 1 gesetzt und auch 
die Spannungen 6^ usf. durch Strecken dai^estellt waren, die 
in derselben Einheit ausgemessen durch absolute Zahlen an- 
gegeben werden. Wenn eine der Hauptspannungen negativ. 
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also eine Dnickspaanung ist und der Maßstab, in dem die 
Spannungen aufgetragen werden sollen, so gewählt wird, daß 
diese Hauptspannung gleich dem Kugelhalbmesser 1 wird, also 
z. B. ff^ = — 1, 80 muß w, = sein, d. h. das Ellipeoid geht 
dann in eine elliptiech' begrenzte ebene Fläche Über. 



§ 2. Die graphische Darstellung des SpannungBEustandeB 
nach Uohr. 

Die schönste graphische Darstellung eines beliebigen 
SpaunuDgsznstaiides rührt von Mohr her; sie ist ilbrigens 
ebenso wie die Entwiekelungen des vor^en Paragraphen auch 
ganz allgemein auf jede andere lineare Yektorfunktion anwend- 
bar, f(lr die zwischen den Koeffizienten die Beziehungen 
T^y = t^^ nsf. bestehen, und sie verdient daher auch die Auf- 
merksamkeit der Mathematiker, die sich mit den Vektor- 
fiinktioneu beschäftigen. Die Darstellung schließt sich eng an 
den Bchon in § 8 des dritten Bandes besprochenen Spannuugs- 
kreis an, durch den eich der ebene Spannungazustand wieder- 
geben ließ. In der Tat Kßt sich der Spannungskreis unmittel- 
bar zur Darstellung der Spannungen verwenden, die in allen 
auf einer Hauptebene gelegenen Pnnkten der KugeloberSäche 
auftreten, da, wie wir vorher schou sahen, diese Spannungen 
ebenso ansfallen, als wenn sie zu einem ebenen Spannungs- 
zustande gehörten. 

Hier werde ich aber die Entwickelung nicht an jene 
frühere Betrachtung anlehnen, sondern einen andern Weg ein- 
schlagen, der uns die Sache noch von einer anderen Seite her 
zeigen soH 

In den Gl. (8) und (9) sind e und r als Funktionen TOn 
riT^rg dargestellt nnd zwar tf nach Größe und Voraeichen, 
t nur der Größe nach, ohne Berücksichtigung der Kichtung 
oder eines Vorzeichens. Zwischen r^r^r^ besteht außerdem 
noch die dnrch GL (1) ausgesprochene Beziehung. Diese 
drei Gleichungen (1), (8) und (9) lassen sich nun auch nach 
**i''*^s auflösen. Wenn dies geschehen ist, vermag man die 
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Stelle auf der KugelfläcKe anzugeben, auf der g und x b6ttiiiimt 
vorgeschriebene Werte annehmen, wobei natürlich voraua- 
gesetat werden muß, daß die vorgeschriebenen Werte auch 
wirklieh mögliche Werte sind, d. h. daß für sie die Gleichungen 
reelle Werte von T-ir^r^ als Lösungen liefern. 

In allen drei Gleichungen kommen nur die Quadrate der 
Unbekannten vor; man kann daher für die Auflösung zunächst 
r^, r^, r^ selbst als Unbekannte betrachten; dann läßt sieh 
leicht zeigen, daß die Gleichungen für diese Unbekannten ntir 
scheinbar vom zweiten, in Wirklichkeit aber vom ersten Grade 
sind. Auf jedem Kugeloktanten gibt es daher nur einen 
Punkt, fttr den ff und t bestimmt vorgeeehriebene Werte an- 
nehmen können, vorausgesetzt natürlich, daß nicht einer der 
besonderen Falle vorli^, bei denen zwei oder alle drei Haupt- 
Spannungen einander gleich sind, das Spannungsellipsoid also 
in ein Umdrehnngsellipsoid oder in eine £ugel übei^ht. Auf 
jedem anderen Oktanten gibt es einen entsprechend gelegenen 
Punkt, für den ö und t wieder dieselben Werte annehmen; 
das hängt damit zusammen, daß man bei der Auflösung der 
Gleichungen zunächst nur r^r^r^ erhält und jeder der 
Koordinaten r^r^ft hernach noch nach Belieben das positive 
oder negative Vorzeichen geben kann. 

Vor allem sei nun die Auflösung der Gleichungen vor- 
geführt. Der abgekürzten Bezeichnung wegen schreiben wir 
vorübergehend xyz für r^r^r^ und ahc für Cj.it^t!/, dann 
lauten die Gleichungen (1), (8) und (9) 

ax + by + ce = a 

xy{b - af -f xzie ~ a)* -{- yg{c - 5)» = ^. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit c und subtra- 
hiert die zweite, um 8 zn eliminieren, und eliminiert man 
hierauf ebenso y, so erhält man zwei neue Gleichungen, nämlich 

x{c — a) -\- y{c — 6) = c — ff 
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Dnse beiden Gleichungen multiplizieren wir miteinander 
und addieren hierauf die dritte der aufzulösenden Gleichungen 
dazu; dann erhalten wir 

t' + (c— ff)(fc-ö) •^x^(c—a){b—a) + xy{{b—af-{-ib—a)(c-b)) 
+ x!i(ic-a)' 4- (c-a)(b-e)} + yz{(c^b)' + (,c-b){b-c)) 
= 3?{c—d){b—a) + xyih—a){e—a) + xz{e—d){b~a) 
= {c—d){b—a}\3? + xy + xz\ 
-(.-«)(6-a)«(l + S, + «) 
- {o-a){b-a)x, 
wenn bei der letzten Umformung auf die erste der aufzulösen- 
den Gleichungen geachtet wird. Hiemach hat man sofort xi 
hernach ergeben sich y und g daraus einfach durch zyklische 
Vertauschung. Man erhält 

^_ -'' + ii>-c) {a-6) ^^^) 

{h-C)(fl-C) " } 

Erinnert man sich der Bedeutung der hierin vorkommenden 
Buchstaben, so geht z. B. die erste dieser Gleichungen über in 
._!M -(..^.)(.,-.) 

' («.—.){?,—.) <"' 

und ähnlich bei den andern. 

Zunächst ist hiermit bewiesen, daß es auf jedem 
Kugeloktanten in der Tat nur eine Stelle gibt, an der 
ff und r bestimmte Werte annelimen. Die Lage irgend 
einer Stelle kann daher auch schon dadurch eindeutig gekenn- 
zeichnet werden, daß man angibt, wie groß e und t bei ihr 
werden. 

Bei der Mohrschen Darstellung trägt man fQr jeden 
Punkt des Kugeloktanten das zugehörige als Abszisse und 
den Absolutwert von t als Ordinate in einem ebenen recht- 
winkligen Koordinatensysteme auf. Alle Punkte ffr, die man 
auf diese Weise erhält, liegen innerhalb eines Flächenstäcks, 
das, wie man sofort sehen wird, von drei Halbkreisen begrenzt 
wird, die sieh paarweise berühren (vgl. Abb. 3, S. 18). Dieses 
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Flächenstfick kann als eine ebene Abbildung des Oktanten an- 
gesehen werden, so daS jedem Punkte auf der Oberfläche des 
Oktanten ein Punkt des Fläcbenstücks und umgekehrt ein- 
deutig zugeordnet ist. Damit man genau weiß, wo das 
FUchenelement des Oktanten liegt, dem die Spanunugskompo- 
nenten ö and t zugehören, ist nur noch nötig die Zuordnung 
der Punkte des FlächenstDcks und der Punkte des Oktanten 
feBtzuBtellen. Dazu verhelfen uns die Gleichungen (10), die 
man noch in die Form (11) umschreiben kann. 

Denken wir uns nämlich auf der Kugelfläche Ä drei 
Scharen von Parallelkreisen gezogen, so daB jede Schar einer 
der Koordinatenebenen parallel ist, so läBt sich leicht zeigen, dafi 
jeder Viertelkreis davon, der in den betrachteten Oktanten 
&\lt, auf unserem Flächenstücke durch einen Kreisbogen ab- 
gebildet wird. Betrachtet man z. B. einen solchen Parallel- 
kreie, der parallel zur YZ-Ebene ist, so ist ftir alle anf Ihm 
gel^enen Punkte r^ konstant. Die ihnen im Flächenstücke 
entsprechenden Punkte liegen daher auf einer Linie, deren 
Koordinaten «t nach Ol. (11) der Gleichung 

T» -i- ö* - ff(ff^ + ffj =■ *■!*(«, - «,)(tf^ — tf,) — a^ff, (12) 
genügen, in der die rechte Seite einen konstanten Wert bildet. 
Das ist aber in der Tat, wie man aus der Gleichheit der 
KoeMzienten von ö* und t* erkennt, die Gleichung eines 
Kreises. Man liest auch Jeicht aus der Gleichung ab (weil 
Dämlich T nur in dem Gliede t* vorkommt), daß der Mittel- 
punkt des Kreises auf der Abszissenachee der ff und zwar im 
Abstände (ff^ + <»,)/2 vom Ursprünge liegt Hiemach sind 
alle Kreisbogen, die den Parallelkreisen derselben Schar ent- 
sprechen, konzentrisch zueinander. Der Halbmesser R des 
Kreises läßt sich ebenfalls nach den ein&chsten Lehren der 
analytischen Geometrie des Kreises sofort ermitteln zu 

R — Yri*{<f, - ff,)(tf^ - <rj — ff^ff, + ("" +-"=)* 

= y^A^. ^M -"^j + {'--^y- (13) 
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Wegen des symmetrischen Banee der Gleichungen (10) lassen 
sich diese Formeln durch einfache zyklische Vertauschung so- 
fort auch auf die Kreisbogen tibertr^en, die den zur XZ- 
oder zur X X-Ebeoe parallelen Kreisen des Kageloktanten ent- 
sprechen. 

Der Faktor r,' schwankt zwischen und 1 und je nach- 
dem man den einen oder anderen Wert einsetzt, erhält man 
den kleinsten oder den größten Wert von B, der zu den Ab- 
bildnngskreisen der betreffenden Schar gehört. 

Ferner werden auch alle Meridiankreise, die von einer der 
Ecken des Kugeloktanten ausgehen, in der ebenen Abbildung 
durch Kreisbogen dai^estellt, deren Mittelpunkte auf der Ab- 
fizissenachse liegen und die sich alle in dem Punkte der Ab- 
szissenachse berühren , der die Abbildung der betreffendem 
£cke des Kugeloktanten bildet. Man erkennt dies leicht auf 
dieselbe Weise wie bei den Parallelkreisen. Betrachtet man 
z. B. einen Meridiankreis des Kugeloktanten, dessen Ebene 
dnrcb die X-Achse geht, so hat das Verhältnis r,/rj für alle 
Punkte dieses Kreises denselben Wert. Zwischen den Koordi- 
naten ff und T der Kurre, durch die der Meridiankreis ab- 
gebildet wird, besteht aber nach den Gleichungen (10), wenn 
man das konstante Verhältnis r^jr^ znt Abkürzung mit « 
bezeichnet, die Gleichung 

die sich noch etwas weiter vereinfachen läßt. Alle in dieser 
Gleichung vorkommenden Größen sind konstant, bis auf * und 
t und man sieht schon, ohne daß man die Rechnung weiter 
durchzuiiihren braucht, daß sich die Gleichung auf die Form 

ff* + T^ -f nfl = 6 
bringen Hßt, die einem Kreise entspricht, dessen Mittelpunkt 
auf der Abszisaenachae liegt. Aus Gl. (14) ersiebt man auch, 
daß alle Kreise derselben Schar durch den Punkt der Äbszissen- 
achse gehen, der den Abstand ff, vom Ursprünge hat, was ja 
auch schon daraus hervorgeht, daß alle Meridiankreise von der 

foppl, EkutieiAtstheaFie, 2 
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diesem Paukte entsprecheadeii Ecke des KngeloktaatieD aus- 
gehen. Dieser gemeinschaftliche Punkt der Äbbildungskraise 
ist zugleich ein gemeinschaftlicher Berflhmiigspunkt, da er 
auf der Terbindungslinie aller Mittelpunkte liegt. 

Man könnte 
diese Betrachtungen 
leicht noch etwas 
weiter durchföhren. 
Das ist aber nicht 
nötig; fdr das Fol- 
gende genögt es 
schon, ans den TOr- 
hergehendenBetrach- 
tungen zu entneh- 
men, daß die ebene 
Abbildung des Kugel- 
■*''''■ " oktanten im Koor- 

dinatensystem der ffT die aus Abb. 3 ersicbtlicbe, von den drei 
Halbkreisen umgrenzte Gestalt hat. Den Ecken des Oktanten 
entsprechen die auf der ö-Aehse liegenden Punkte mit den 
Abszissen l^e^tt, und die Seiten des Oktanten werden durch 
die drei Halbkreise dargestellt, die man durch diese drei Punkte 
l^en kann. AuSerdem ist in die Figur, um sie nicht zu über- 
laden, nur noch ein Kreisbogen eingetragen, der irgend einem 
von der Ecke e^ ausgehenden Merdiankreise entspricht und ein 
anderer Kreisbogen, der einen zur Hauptebene YZ parallelen 
Paralleltreis abbildet*). Alle Wertpaare der ö, t, die über- 
haupt auf der Kugelfläche vorkommen können, werden hier- 
nach dadurch gekennzeichnet, daß sie in Abb. 3 die Koor- 
dinaten eines Punktes bilden mtissen, der entweder auf einem 




*) ÄDcb dia „geogiaphiBchen Laugen und Breiten", die dem Meri- 
diankrebe und dem Paralletkreise auf dem Eugelok tonten zukommen, 
lassen sich leicht in derselben Weise angeben, wie es schon bei der Be- 
sprechung des ^annungskreises im dritten Bande gezeigt war. Darauf 
kommt es «her hror nicht weiter aa. 
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der drei Halbkreise li^^ oder in das von ihnen omscMosseiie 
Bogendreieck hineinfallt. 

Beim Auftragen von Abb. 3 wurde angenommen, daß alle 
drei Hauptspannungen tf^tf^ö, positiv seien. SoUte dagegen ff, 
negativ sein, so wäre es vom Ursprünge aus nach links hin 
abzutragen. Man kann sich auch, um auf die Fälle zu kommen, 
bei denen ein, zwei oder alle drei Hauptspannungen negativ 
sind, über den vorher betrachteten Spannungszu stand noch 
einen zweiten gelagert denken, der einem nach allen Seiten 
gleichen hydrostatischen Drucke entspricht. Dann werden 
ö^flj,«, alle um lienselhen Betrag vermindert. Die Figur bleibt 
dann im übrigen ungeändert; nur der Koordinaten Ursprung 
rfickt um den entaprechenden Beti-ag weiter nach rechts. 

Zu irgend einem «, das zwischen den Grenzen o, 
and d, liegt, gehören, wie man aus Abb. 3 entnimmt, 
noch verschiedene Werte von t; der größte unter 
diesen Werten liegt auf dem äußeren der drei Halb- 
kreise. Dieser wird daher von Mohr als der Hanptkreis 
des Spannungszustandes bezeichnet. Werden zwei von den 
drei Hauptspannui^n einander gleich, so zieht sich die 
zwischen den drei Halbkreisen liegende Fläche auf den Haupt- 
kreis zusammen, und wenn alle drei Hauptspannungen einander 
gleich sind, gebt sie in einen einzigen Punkt über. Schub- 
spannungen kommen dann überhaupt nicht vor und die Nor- 
malspannungeu sind für alle F^henelemente der Einheitskugel 
gleich groß. 

§ 3, Die Beanspruchung des Uaterials naoli der 
Theorie von Uohr. 

Von zwei verscliiedenen Spanoungszuständen sagt man, 
daß sie die gleiche Beanspruchung oder Anstrengung des 
Materials zur Folge haben, wenn der eine Spannungszustand 
bei proportionaler Vergrößerung aller drei Hauptspannungen 
eine für den Bestand des Materials gefährliche Grenze, ent- 
weder die Elastizitätsgrenze oder die Bruchgrenze erreicht und 
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aucK von dem anderen SpannungsznBtande die ihm entsprechende 
Elastizitäts- oder Brucl^renze erreicht wird, wenn man bei 
ihm ebenfalls alle drei Hauptspannangen in demselben MaBe 
vergrößert. 

Schon dieser Satz ist insofern unbeetimmt, als nicht näher 
angegeben ist, ob die Elastizitäte- oder die Bruchgrenze als 
die „ffir den Bestand des Materials geföhrliche Grenze" an- 
gesehen werden soll. Hierüber sind die Meinungen bereits 
geteilt. Sie gehen aber noch weiter auseinander, wenn es sich 
darum handelt, den verlangten Vergleich wirklich auszuführen, 
also anzugeben, welche Beziehungen zwischen den Hauptspan- 
ntLDgen <J^ffj,ff, des einen und ff'^ff'^ff', des anderen Spannungs- 
zuetsndes erfüllt sein müsfien, damit etwa beide Spannunga- 
zustande grade an der Elastizitätsgrenze liegen. 

Eine Entscheidung dieser IVage ist nur auf Grund der 
Erfahrung möglich. Sie ist aber schwieriger, als es auf den 
ersten Anblick scheint. Bei der Ausführung eines Festi^eite- 
versucfas ist es in den meisten Fällen kaum möglich, irgend 
einen beliebigen Spannungszustand, den man auf seine Wirkung 
untersuchen möchte, genau herzustellen und die Überschreitung 
der Elastizitätsgrenze an jener Stelle, an der sie eintritt, mit 
hinreichender Sicherheit zu beobachten. Man ist daher darauf 
angewiesen, unter pasBender Verwertung jener Fälle, in denen 
dies gelingt, eine Hypothese zu Grunde zu l^en, nach der 
mau die Beanspruchung für die anderen Spannungszustände 
über die noch keine zuverlässigen Beobachtungen vorliegsn, 
abzuschätzen vermiß. 

Wie schon im dritten Bande aueeinandei^esetzt wurde, 
besteht die heutzutt^e gewöhnlich angenommene Hypothese 
darin, die Beanspruchung des Materials oder die Bmcfage&hr 
nadi der größten positiven oder negativen Dehnung abzuschätzen, 
die mit einem vergelten Spaunungszustande verbunden ist. 
Als Maß der Beanspruchung dient dann einfach die reduzierte 
Spannung, also jene Spannung, die bei einem einachsigen 
Spann ungazii stände dieselbe gefährlichste Dehnung hervor- 
zubringen vermöchte, wie sie in dem zur Beurteilung vorgelegten 
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ßpanntmgsznstaude Torkommt Der emachsige Spannanga- 
zustand, der sich bei einem FestigkeÜBTerBuche verbälttiiBmäBig 
leicht herstellen und auf seine Wirkung untersuchen läßt, 
dient dann als Yei^Ieichsmaßstab für die Beanspruchung bei 
allen anderen Spaonungszuständen. 

Leider hat sich aber gezeigt, daß dieae weitverbreitete 
Annahme den bisher sicher gestellten Beobachtungstatsachen 
keinesw^B entspricht. Es würde zu lange aufhalten, wenn 
ich dies hier ausführlicher besprechen wollte; es mt^ geaügen, 
wenn ich auf zwei Fälle hinweise, in denen diese Hypothese 
im Widerspruche mit den Erfahrungen gefunden wurde. Der 
erste Fall betrifft die reine Schubbeanspruchung, also einen 
^annungszustand, bei dem eine Hauptspannung gleich Null 
ist^ während die beiden andern von gleicher Größe und ent- 
g^engesetzten Vorzeichen sind. Die reduzierte Spannung be< 
reohnet sich in diesem f'alle zu x(m + 1)/»», wenn t die 
Schubspannung und m die Poissonsche Konstante bedeutet, die 
man gewöhnlich ungefähr gleich vier setzen kann. In Überein- 
stimmung mit diesem Schlüsse nimmt man in der Tat gewöhn- 
lieh an, daß für einen Wert T = 0,8ff die Beanspruchung de» 
Materials dieselbe sei, wie bei einem einachsigen Spannungs- 
Zustande mit der Hauptspannung ff. Das ist aber im 
Widerspruch mit zahlreichen Festigkeitsversuchen, 
nach denen bei Stahl, Flußeisen oder Schweißeisen 
die Beanspruchung in beiden Fällen vielmehr dann 
schon gleich groß wird, wenn ungefähr r = 0,5 ff ist. 
Der zweite Fall, den ich anführen wollte, bezieht sich auf die 
„Umschlingungsfestigkeit", nämlich auf einen Spannungazustand, 
bei dem ebenfalls eine Hauptspannung gleich Null ist, während 
die beiden anderen Druckspannungen von gleicher Größe sind. 
Er wird verwirklicht, wenn man einen Würfel, etwa einen 
Zement- oder einen Stein Würfel von vier Seiten her einer 
Druckbelastnng aussetzt, während die beiden anderen, einander 
gegenüber liegenden Seitenflächen unbelastet bleiben, und wenn 
man zagleich durch eine Schmierung der Druckflächen dafür 
soi^, daß auf den belasteten Seitenflächen nur NormaUpan- 
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Hangen und keine Reibni^^ von merkJiolier Größe abertragen 
"werden können. Nach den zahlreichen Verenchen, die 
ich hierüber angestellt habe, ist die IlmBchlinganga- 
festigkeit ebeneogroB wie die Druckfestigkeit, d. h. 
ebenso groß, wie wenn die Druckbelaatong nur auf zwei gegen- 
über liegenden Würfelwiten einwirkt, während die vier andern 
Seitenflächen unbelastet bleiben. Nach der Üblichen HjpoÜiese 
müSte dagegen die Utnschlingungef^tigkeit größer auefallen, 
als die Druckfestigkeit, weil bei dem TJmschlii^ungsTersuche 
kleinere Yerkürzungen hervoi^emfen werden, als bei dem 
Druckverauche. 

Diese Widersprüche werden von der Uohrschen Hypo- 
these Termieden. Nun läßt sich ffeilich nicht sagen, daß die 
Hypothese ron Mohr allen bisher vorgebrachten Versucha- 
ei^bnissen völlig gerecht würde: nach den Versuchen von 
Voigt scheint sie bei manchen Materialien zu versagen, obschon 
dies mit Rücksicht auf die zahlreichen Fehlerquellen, die bei 
solchen Versuchen unbemerkt mitspielen können, noch nicht 
als sicher bewiesen gelten kann. Wie dies aber auch sein 
möge: für die technisch wichtigsten Materialien 
eehließt sich die Hypothese von Mohr den bisher 
vorliegenden Versnchsergebnissen ohne Zweifel 
besser an, als alle übrigen Vorschläge, die bisher für 
die Abschätzung der Bruehgefahr geioacht wurden und nament- 
lich besser als die bis jetzt noch Üblichste Bemessung der Be- 
anspruchung nach der reduzierten Spannung. Ich denke daher, 
daß sie in der Technik mit der Zeit zur allgemeineren Anwen- 
dung kommen wird. 

Aus der Beobachtung der sogenannten Fließfiguren, die 
auf der Oberöäche eines blank polierten Metallstabs auftreten, 
nachdem die Elastizitätsgrenze Überschritten ist, läßt sich 
schließen, daß die bleibende Formänderung, wenigstens bei den 
Metallen, die diese Erscheinung zeigen, mit einem Gleiten nach 
bestimmten Richtungen, in den sogenannten Gleitäächen be- 
ginnt. Nun muß man freilich bedenken, daß die Metalle nicht 
völlig homogene Körper, sondern in ihrem Kleingefflge aus 
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größeren oder kleineren EriBtallkörnem aufgebaut sind. Wahr- 
acbeinlicli sind es in erster Linie die einzelnen KrisWlkömer, 
die in diesen Ctleitäächen übereinander weggleiten. Je naoh 
der Art des Kleingefiiges werden sich daher die GleitSächen 
anders ausbilden können nnd in der Tat besteben die FiieB- 
fignren öftere aas ziemlich unregelmäßigen Linienzdgen. 3ehr 
häu^ zeigen sie aber aach eine sehr bemerkenswerte Regel- 
mäßigkeit, und zwar bestehen sie dann, wenn es sich nm einen 
Metallstab handelt, der einem Zugversache unterworfen wird, 
aus zwei Scharen paralleler Linien, die eymmetrisch zur Zug- 
ricbtung liegen. Es 11^ daher sehr nahe, diese augenfällige 
Erscheinung zur Gnmdlage fSr die Aufstellung einer Hypo- 
these über die Beanspruchung des Materials zu wählen. 

Betrachten wir nun eine Kugel A, deren Halbmesser zwar 
noch als klein angesehen werden, dabei aber immerbin groß 
gegenüber den gewöhnlich nur mikroskopisch kleinen Kristall" 
kömem sein soll, so fragt es sich, auf welchem Oberflächen* 
«lemente der Kugel die günstigsten Bedingungen fSr ein 
Oleiten vorliegen. Da die einzelnen Oberöächenelamente sich 
im übrigen nicht voneinander unterscheiden sollen, wird diei 
von den Spannungskomponeuten tf und t abhängen, die in dem 
gesuchten Elemente Übertr^en werden. 

Im allgemeinen wird es sowohl von s als von t abhängen, 
ob ein Gleiten eintreten kann oder nicht. Die Mobraohe 
Hypothese läßt es, zunächst wenigstens, völlig dahingestellt, 
zu welchem Anteile oder nach welchem Gesetze die beiden 
Einzelwerte von ff und r hierbei mitwirken. Jeden&lls wird 
aber, wenn man zwei Oberflächenelemente miteinander ver- 
gleicht, für die ff denpelben Wert bat, jenes die günstigeren 
Bedingungen für den Eintritt eines Gleitens aufweisen, bei dem 
T den größeren Wert hat. Aus der graphischen Darstellui^ 
des Spannnngszustandes in Abb. 3 geht aber hervor, daß alle 
Oberfläcbenelemente, die für ein gegebenes ff den größten 
Wert von t haben, auf jener Seite des Kugeloktanten liegen, 
die in der ebenen Abbildung durch den größten der drei Halb- 
kreise dargestellt wird, der aus diesem Grunde vorher schon 
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als der HauptkreiB dea SpammngBzustandea bezeichnet wurde. 
Wir haben daher zu erwarten, daß die Gleitflächen 
die Kugel A in Punkten berühren werden, die in der 
Hanptebene XZ liegen, aleo in jener Hauptebene, 
die durch die algebraisch kleinsten und größten 
Hauptspannungen gelegt ist. 

Gegen diese Schlußfolgerungen läßt sich nichts einwenden. 
Nun wäre ee aber immer noch möglich, daß die Lage der 
Gleitfiäche auf dem Kreise in der ^^Ebene und die Ge^r 
fflr den Eintritt eines Gleitens bei bestimmten Werten Ton O 
und T in dieser Gleitfläche außerdem noch von dem Werte der 
mittleren Hauptspannnng e^ abhinge, die auf Li^ und Größe 
des Hauptkreises ohne Einfluß ist. Nach der Hypothese 
TOQ Mohr kommt es aber aaf <f^ Oberhaupt nicht an. 
Von allen Spannungsznständen, die in 0^ und 0, übereinstimmen, 
die also gleiche Hauptkreise haben, wird vielmehr voraussetzt, 
daß sie die gleiche Beanspruchung des Materials herheifQhren. 

Theoretisch b^^ründen lä£t sich diese Annahme nicht, 
' Sie läßt sich nur dadurch prüfen, daß man die aas ihr hervor- 
gehenden Folgerungen mit denBeobachtungstatsachen vei^leicht. 
Wie ich schon bemerkte, fällt aber dieser Vergleich in den 
meisten und gerade in den fQr die praktische Technik wich- 
tigsten Fällen zu ihren Gunsten aus. So sieht man z. B. ohne 
Weiteres ein, daß nach der Mohrschen Hypothese die üm- 
achlingungsfestigkeit der Steine gleich ihrer Druckfestigkeit ist, 
was in der Tat nach den zuvor erwähnten Versuchsei^ebnisaen 
mit der Wirklichkeit übereinstimmt. 

In anderen Fällen, insbesondere bei der reinen Schub- 
beanspmchung, von der ich vorher sprach, läßt aich der Ver- 
gleich mit der Mohrschen Hypothese nicht so ohne weiteres 
dnrchf&bren, da die Hypothese so vorsichtig gefaßt ist, daß 
sie dahin gestellt sein UBt, in welcher Weise die Werte von 
tf und r auf dem Hauptkreise zur Herbeiföhrmig der Bnich- 
gefahr oder der Gefahr einer Überschreitung der ElaftizitSts- 
grenze zusammenwirken. Mohr bemerkt, daß sich verschiedene 
Materialien in dieser Hinsicht verschieden verhalten könnten 
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und dftß es schiene, als wenn namentljcli bei den z&ben Metallea 
in vielen Fällen der größte Wert von t allein den Ansschlag 
gebe, ohne Rücksicht auf den damit verbundenen Wert von ff. 
Da der größte Wert von i, wie aus Abb. 3 zu entnehmen ist, 
gleich dem HalbmesBer dea Hauptkreisea ist^ würden demnach^ 
solange dies zutrifft, zwei SpamiungBzustände die gleiche Be- 
anspruchung herbeiführen, falls sie nur gleich große Haupt- 
kreise haben, d. h. falls die Differenz ff, — «^ bei beiden gleich 
ist. Zeichnet man aber zwei Hauptkreise von gleicher Größe, 
von denen der eine einer einüben Zugbeanspruchung (a^ — 0, 
ffy = 0, ff,), der andere einer einfachen Schubbeanspruchung 

(ff, = ff,, ff^ = 0) entspricht (Abb. 4), so sieht man, daß t 

im letzten Falle gleich der Hälfte von ff, im ersten Falle wird. 
Damit stimmt ^herein, daß nach den Beobachtungen ungefähr 
T — 0,5 ff ftr die gleiche Größe der Beanspruchung zu setzen 
ist. Insofern, aber ireilich nur unter ausdrücklicher Be- , 
schrankung auf die vorher genannten besonderen Falle, ist 
daher auch hier eine Übereinstimmung der Mohrschen Hypo- 
these mit der Er- 
fahrung nachge- 
wiesen oder ge- 
naaer gesagt, zu- 
nächst wenigstens 
gezeigt, daß tnan 
sich durch weitere 




der Hypothese den 
Beobachtungstat- 
sachen anzu schlie- 
ßen vermiß. 

Für die all- 
gemeinere Fas- ^ 
sung seiner Hypo- 
these bedient sich Mohr einer graphischen Darstellung, die in 
Abb. 5 wiedei^geben ist. Man denke sich die Hauptkreise aller 
Spannungszustände, die an einer Grenze, also an der Elastizitäts- 
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grenze (oder aach an der Bmchgrenze) liegen, im Koordinaten- 
system der tn eingetragen. Dann läßt sich eine Qrenskurre 




G ziehen, die alle diese Hauptkreise einhüllt. Die Kurve 
schneidet die positive ff-Ächse in einem Punkte A, dessen Ab- 
szisse die an der Elastizitätsgrenze li^eude, von allen Seiten 
gleich große dreiachsige Zugspannung darstellt («^ = ff^ — «, 
•~ OÄ). Nach links hin verläuft G, wie Mohr annimmt, 
wahrscheinlich ins Unendliche, ohne die negative 0-Achse zu 
schneiden. Weiter ]s,ät sich annehmen, daß G der ff-Acbse 
überall die konkave Seit« zukehrt, 

Über die genauere Gestalt der Grrenzkurve sagt die Mohr sehe 
Hypothese nichts aus; vielmehr wird es als Aufgabe der 
experimentellen Forschung betrachtet, die Gestalt von G för 
die einzelnen Materialien erst noch näher zu ermitteln, wobei 
von vornherein als wahrscheinlich zu betrachten ist, daß sie 
für verschiedene Materialien verschieden ausfallen wird. 
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Il'üT jene Spanntu^^zustäade, die zwiscben die ein&che 
Zug' und die ein&clie DrackbeanBpruöhai^ fttlleik und mit 
denen man bei den praktischen Anwendungen gewöhnlich za 
tun hat, wird es einstweilen als genügend angesehen werden 
können, die Orenzkurye innerhalb dieses Zwischenranmes durch 




-eine gerade Linie zu ersetzen, die die beiden Banptkreise der 
genannten Spannungszustände berührt. Bezeichnet man die 
der Grenze entsprechende Zugspannung mit e, die Grenzdruck- 
spannung mit d, so erhält man die Grenzkurve (x unter dieser 
vereinfachenden Annahme, indem man, wie in Abb. 6 ge- 
schehen, die beiden Hauptkreise mit den Halbmessern und 
— zieht, die sich im Ursprünge berühren und von denen 
■der eine links, der andere rechts von der T-Achse liegt, worauf 
man eine gemeinschaftliche Tangente an beide Kreise zieht, 
■ die auf der zwischen beiden Berührungspunkten liegenden 
Strecke mit hinlänglicher Annäherung die Grenzkurve G dar- 
stellt. In Abb. 6 ist noch ein Hauptkreis eingetragen, der die 
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Grenzlinie G berükrt und dessen Mittelpunkt mit dem \Jt- 
eprunge zueammenfällt. Dieser Hanptkreis entspriclit der reinen 
SchubbeanspnichuDg, die ebenfalls gerade an der Grenze (der 
Elastizitäts- oder Brachgrenze) liegt Bezeichnet man den 
größten Wert der Schubspaannng r bei diesem Spannnngs- 
zustande, der durch den Halbmesser des Kreises dargestellt 
wird, mit s, so bereclmet sich aus der Figur auf Grund ein- 
facher ptanimetrischer Sätze s zu 

Überhaupt führt Gl. (15) die Anstrengung des Materials 
bei der reinen Schubbeanspruchung auf die Anstrengung bei 
einachsigem Zug und bei eiitachBigem Druck zurück unter der 
YoraOBsetzung, daß aach e und d Werte der Zug- und Druck- 
spannung darstellen, die einer gleichen Anstrengung des Materials 
(also etwa gleicher Bruchge&hr) entsprechen. Bei den zähen 
Metallen sind die Werte von s und d fßr die Elastizitätsgrenze 
ungefähr gleich groß. Dann wird G in Abb, 6 parallel zur 
Abssissenachse und s wird nach Gl. (15) s = ^fr — ^d, d. h. 
bei der reinen Schubbeanspruchung bringt eine Schubspaimimg 
dieselbe Anstrengung des Materials hervor, wie eine einachsige 
Zug- oder Druckbeanspruehung, wenn sie halb so groß ist, 
wie diese. Das stimmt, wie schon früher bemerkt war, mit 
der Erfahrung überein. 

Auch f&i andere Spannuugezustände kann man auf Grund 
TOn Abb, 6 die ihnen entsprechende Beanspruchung oder An- 
strengung des Materials leicht ermitteln, indem man den zu- 
gehörigen Hauptkreis einträgt, der die Grenzkurve G berührt, 
vorausgesetzt, daß der Berührungspunkt innerhalb der Strecke 
liegt, fQr die G als geradlinig angesehen werden kann. Bei 
einem Materiale, für das z und d gleich groß sind, ist die 
Beanspruchung innerhalb der angegebenen Gültigkeitsgrenzen 
einfach der Differenz der Hauptspannungen ff, und «^ pro^ 
portional. 

Der Hauptgebrauch der Mohrschen Hypothese bei 
den praktischen Festigkeitsberechnnngen wird im 
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übrigen darin bestehen, daß nach ibr auf die .mittlere 
Haaptspaniiung keine Rücksicht zd nehmen, die Be- 
anspruchung vielmehr eo einzuechätzen ist, aU wean 
die mittlere Hauptspannung entweder gleich einer der 
beide'h anderen oder auch, falls diese von ver- 
echiedenem Vorzeichen sind, gleich Null wäre. 

Zu weiteren praktisch verwendbaren Schlnssen wird die 
Mohrsche Hypothese erst dann fiUiren können, wenn es der 
experimentellen Forschung gelungen sein wird, über die Ge- 
stalt der Girenzkurven für die verschiedenen Materialien be- 
stimmtere Anhaltspunkte zu lielWn, als sie jetzt vorliegen. Dann 
erst wird sich auch zeigen können, bis zu welchem Grade 
diese Hypothese der Wirklichkeit entspricht. 



§ 4. Die Homente zweiten Qrades eines Massensyatenu. 

Bei der ünterenchung ' der Eigenschaften eines beliebigen 
dreiachsigen Spanunngsznstandes in § 1 bemerkte ich schon, 
daß es sich dabei in letzter Linie eigentlich axir um die einer, 
gewissen Klasse von linearen Vektorfunktionen allgemein zu- 
kommenden analytischen Eigenschaften handelte, die sich immer 
wieder bemerkbar machen, wenn ii^end eine bestimmte Gesetz- 
mäßigkeit, mit deren Untersuchung man gerade zu tun hat, 
durch eine soldie lineare Vektorfuuktion wiedergegeben wird, 
was in den verschiedensten Teilen der theoretischen Physik 
sehr häufig vorkommt. An einem für die technische Mechanik 
ohnehin sehr wichtigen Beispiele mttg dieser Zusammenhang 
hier noch näher nachgewiesen werden. 

Man denke sich eine beliebige Zahl materieller Punkte 
mit den Massen m^m^ usf. gegeben. Die Zahl dieser Pnnkte 
kann auch unendlich groß und sie wird insbesondere immer 
dann onendlich groß sein, wenn damit eine stetige Massen- 
verteilung, wie sie etwa zu einem starren Körper gehört^ dar- 
gestellt werden soll. Unter den m^Wg usf. sind dann Massen- 
elemente zu verstehen. Wir wählen ii^end einen Punkt Ä 
aus und ziehen von ihm die Radienvektoren x^x^ usf. zu den 
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einzelnen HasBenelementen. Ferner aei tod A aus noch ein 
Einheitsvektor a in belieb^r Richtung gezogen. Die Projektion 
irgend eines der Radienvektoren r anf die Kicbtoi^ von a 
wird dann dnrch das innere Produkt at nach Größe and Voi^ 
zeichen angegeben. Wir bilden nun das Produkt ans dieser 
Projektion, aus der zugehörigen Masse m und dem Radius- 
vektor r. Dieses Produkt ist in der Form mx-at zu schreiben; 
ea ist Belbst eine gerichtete Größe, deren Richtung mit i über- 
einstimmt, wenn ar das positive Vorzeichen bat, d. h. wenn a 
und r einen spitzen Winkel miteinander einschließen. . Im 
anderen Falle ist das Produkt ent^gengesetzt gerichtet mit r. 
FSr alle Massen m sei dieses Produkt gebildet, worauf alle 
Glieder, die auf diese Weise erhalten werden, geometrisch 
summiert werden sollen. Dadurch erhalten wir wiederum eine 
gerichtete Große 91, die in der Form 



ä=^»i 



(16) 



gesehrieben werden kann. Wir nennen diese Größe 91 das 
Yektormoment zweiten Grades für die gegebene Massen- 
verteüung in bezug auf den Punkt A und die durch ihn 
gebende Achse, deren Richtung und Richtnugssinn durch den 
Einheitsvektor a beschrieben wird. 

Zerlegt man die Vektoren in ihre Komponenten nach den 
Richtungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen 
Ursprung mit A zusammenfallt, so hat man 

Or = fflif, -|- Oj^j -f Ojrg 
und fOr die Komponenten von 9[ erhält man 

A^ = ^mr^(airj^ + a^r, + a,rg) \ 

A, = ^»wrj(a,ri + o,rj + a^r^) ■ (17) 

At = ^m»-3(a,r, -|- a^r^ + a^r^) J 

Da die Komponenten von 9t von den Quadraten und Pro- 
dukten der Koordinaten r^r^Tg der Massen abhängen, wird % 
als ein Moment zweiten Grades der Massen bezeichnet. 
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Jetzt wollen wir aaa indessen überlegen, wie Sl tou der 
Kichtang der Achse oder also des vorher beliebig gezogenen 
GinheitsTektors a ablängt. Wie aus den Gleicliimgen (16) 
und (17) hervorgeht, iat St eine lineare Vektorfunktion von a, 
geradeso wie in § 1 die Spannung S als eine lineare Vektor^ 
Funktion dee dort mit i, hier aber mit a bezeichneten Einheits- 
vektors gefunden worden war. Auch Sie besondere Beziehung 
zwischen den Koeffizienten, die sich damals in t,^ ^ t^, usf. 
ausdrückte, besteht fCr die Funktion 9 in der gleichen Weise. 
Um dies besser hervortreten zu lassen und einen unmittelbaren 
Vergleich mit den Gleichungen (3) von § 1 zu ermöglichen, 
kann man die Ctleicbungen (17) noch in der Form 

-^a = «s^»»''»' + ö»^«»^j'"b + Oi^»»»-,rj J (18) 

anschreiben. Denkt man sich insbesondere einen Spannungs- 
zustand, dessen Spannungskomponenten 6^ usf. durch die Werte 
ff, — ^'mr,*, ö^ = ^mr^*, ff, = ^mcj'] 

angegeben werden, so stimmen die Gleichungen (18) mit den 
Gleichungen (3) vollständig Qberein, wenn man sich noch 
erinnert, daß hier a^a^a^ dieselbe Bedeutung haben, wie die 
früher dafür gebrauchten Bezeichnungen r^r^r^, die hier in 
anderem Sinne verwendet sind. Wir sehen daher, daß sich 
die Verteilung der Vektormomente um einen gegebenen Pnnkt 
A herum stets vollst^d^ durch einen Spannungszustand % 
um denselben Funkt herum abbilden läSt. Es ist daher gar 
nicht nötig, die Eigenschaften der Vektormomente jetzt noch- 
mals ausführlich abzuleiten; es genügt vielmehr, auf die &üher 
für den Spannungszustand gegebenen Entwickelungen zu ver- 
weisen, die sich auf den hier vorliegenden Fall ohne weitwes 
ilbeiiiragen lassen. 
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Die in den Dleichungeo (18) und (19) vorkommenden 
SummengröBen werden ebenfalls als Momente zweiten Grades 
der Maasenverteilung bezeichnet Srnr^* beißt das Trägbeits- 
moment 6, der Massen in bezug auf die znr X-Ricbtung 
senkreclite Koordinatenebeue YZ, von der die Hassen die 
flenkrecfaten Abstände r^ babeu. Ebenso wird 2mr,rj das 
Zentrifagalmoment ^^* der Massen in bezug auf die beiden 
Eoordinatenebenen TZ und XZ genannt. Mit diesen Be- 
. zeichnongeo schreiben sich die Gleichui^n (19) einfacher 

ff« - ®,t *. — ®., «. — Ö. 1 ' 

* * ■ (20) 

Einer Normalspannung im Spannungszustande ent- 
«pricbt daher ein Trägheitsmoment als Komponente 
4er Yerteilung der Vektormomente um den Punkt Ä 
herum und einer Schabspannung entspricht ein Zentri- 
fngalmoment. 

Übrigens ist darauf hinzuweisen, daß ein Trägheitemoment 
■seiner Definition nach stets eine positive Größe ist, wenigstens 
solange man nur positive Massen znläBt, die flir die Mechanik 
Altein in Fri^ kommen. Dagegen können die Zentrifugal- 
momente sowohl positiv als negativ oder auch Null sein. 

Hieraus geht hervor, daS man zwar jeder Verteilung der 
Vektormomente um einen Punkt Ä herum einen Spannungs- 
zustand zuordnen kann, durch den sie abgebildet wird, aber 
nicht umgekehrt jedem beliebig gegebenen Spannungszustande 
-eine Verteilung von Vektormomenten eines Massensjstems von 
lauter positiven Massen. Diese umgekehrte Zuordnung ist 
Tielmehr nur unter der Voraussetzung möglich, daß in dem 
Spannungszustande die algebraisch kleinste Hauptspannung 0^ 
leine Druckspannung, sondern entweder auch eine Zugspannung 
oder mindestens gleich Null ist. Der Spannungszustand bildet 
daher einen etwas allgemeineren Fall der linearen Vektor- 
funktion als die Verteilung der Vektormomente. Indessen ist 
dieser Unterschied verhältnismäßig geringfügig und er wird 
.auch nur dadurch bedingt, daß mau sich in der Mechanik 
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auf die Betrachtimg von kuter positiren Massen beschränke 
kann. 

Bei der UntersDchung der Eigens(^aft«n des Spanntin^- 
znstandes bildete 61. (4) 

r"« = t«' 
die Grundlage fSr alle weiteren Entwickelungen. Es mag noch 
gezeigt werden, daß die entsprechende Gleichung auch hier 
gilt Man denke sich also außer dem Einheitarektor a noch 
irgend einen anderen a' gezogen und projiziere ^ aof a'; dann 
erhält man nach Gl. (16) 

a'St =_^ma'x ■ ai = a^ma'x- r = aW. 

Aber schon dieser Nachweis wäre nicht mehr nötig ge- 
wesen, nachdem schon gezeigt war, daß sich % dwnh & ab- 
bilden läßt, so daß alle Eigenschaften von ^ aus denen von i 
gefolgert werden können. Es hätte daher keinen Zweck, alle 
Betrachtungen von § 1 und § 2 hier ron neuem zu wieder- 
holen; es genügt vielmehr die Bemerkung, daß sie unverändert 
gültig bleiben, nachdem man die dort vorkommeadMi Buch- 
stabenbezeiehnungen durch die ihnen hier entsprechenden er- 
setzt hat. Insbesondere gibt es also im allgemeinen 
drei aufeinander senkrecht stehende Ebenen, für die 
die Zentrifugalmomente KuU sind, während die Träg- 
heitsmomente fär sie zu einem Maximum oder Minimum 
werdend Das sind die durch den Punkt A gehenden Haupt- 
trägheitsebenen und die ihnen entsprechenden Hauptträgheits- 
momente. Trägt man die Vektormomente % des Punktes A 
£är alle Richtungen ron a von einem gemeinsamen Anfangs- 
punkte ab, so erhält man ein EUipsoid, das im al^emeinen 
ein dreiachsiges ist, in Äusnahme&llen aber auch in ein 
Rotationsellipsoid oder in eine Kngel Obergehen kann, ganz 
wie im Falle des Spanuungszustandes. Auch die graphische 
Darstellung des Spannungszustandes nach Mohr kann 
ohne weiteres übernommen werden. 

D^egen ei^bt sich ein wesentlicher Unterschied, sobald 
man den Punkt A, auf den sich diese Betrachtungen bezogen. 
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durch einen anderen ersetzt. In den vorhei^eheoden Fara- 
graphen bescliränkte sich die Betnchtung ausschließlich auf 
' die Untersuchung des Spannungszuatandea an einer bestimmten 
Stelle des Raumes. Die Änderungen, die sich im Spannunga- 
zustande ergeben, weun man von dieser Stelle zu benachbarten 
Stellen weitergeht, wurden freilich schon im dritten Bande in 
Betracht gezogen und in den Gleichgewichtsbedingungen der 
Spannungen an einem unendlich kleinen Parallelepiped zum 
Ä-uedmok gebracht, woraus dann im letzten Abschnitte des 
dritten Bandes unter Heranziehung des Elastizität^esetzes die 
elastischen Gmndgleichungen hervorgingen. Diesen ist in der 
Geometrie der Massen keine entsprechende Beziehung zur Seite 
zu stellen. Hier sind vielmehr die Änderungen von St und 
den davon abhängigen Trägheits- und Zentrifugalmomenten, die 
mit einer Änderung des Ortes von A verbunden sind, von 
weitaus einfacherer Art als beim Spannungszustande. Der 
Grund für dieses verschiedene Verhalten liegt ausachlieBlich 
darin, daß zwar ä sowobl als St lineare Vektorfanktionen des 
von demselben A aus gezogenen Einheitsvektors i oder a sind, 
daß aber die Abhängigkeit von dem Vektor, der die Lage von 
A beschreibt, bei beiden durchaus verschieden und nicht diuxih 
eine lineare Vektorfonktion, sondern namentlich bei § durch 
eine viel verwickeitere Funktion darzustellen wäre, die überdies 
gar nicht explizit gegeben, sondern nur ans DifTerential- 
beziehungen im Zusammenhange mit Grenzbedingungen zu er- 
mitteln ist. 

Für die Momente des Maesensystems läßt sich dagegen 
die Abhängigkeit vom Orte des Punktes A in viel einfacherer 
Weise darstellen. Man betrachte einen zweiten Punkt B und 
ziehe, um die Lage von B gegen A zu beschreiben, einen 
Radiusvektor p, der von B nach A hin geht. Das Massen- 
teilchen m, das von A den Radiusvektor r hatte, hat nun von 
B aus den Radiusvektor r + p. Das Vektormoment fttr den 
Punkt B, das zum Einheitsvektor a gehört, der parallel zu 
dem Einheitsvektor a gerichtet sein soll, der schon am Punkte 
A benutzt worden war, mag jetzt mit 39 bezeichnet werden; 
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«B kaiiu nach der YoiBchrift voa Gl. (16) leicht gebildet werden, 
indem man r darch X + Jj) ereetzt Man erhält also 
a3=^»»(r + p)-o(r + l)). 

Indem man die Klammern anfloBt nnd die Snmme dem- 
entBprechend in vier Glieder zerlegt, findet man zunächst 
SB^^mr ■ ax + ^mp ■ ar +^mx- op + ^mp • op. 

Das erste Glied dieser Summe Btellt das auf den Punkt Ä 
bezogene Vektormoment % vor. Bei den drei letzten Gliedern 
tet zu beachten, daß a und p bei der Summierung konstant 
sind und daß man diese konstanten Faktoren herausheben kann. 
Dadurch geht 39 über in 

© - St -i- p . a Jjwtt + üp -'^»ir + op ■ p^m. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß eine wesentliche 
Verein&Ghung der Darstellung erzielt wird, wenn man den 
zuerst beliebig angenommenen Punkt A weiterhin 
mit dem Schwerpunkt der MassenTerteilung zusammen- 
fallen läSt. Nach der früher Yorgetr^enen Lehre vom 
Schwerpunkt wird nämlich in diesem Falle 

Tind für den Punkt S, der nun immer noch eine beliebige 
Lage im Massensysteme haben kann, erhält man das Vektor- 
moment zu 

i8 = «+ap-p3f, (21) 

wenn noch zur Yerein&chung die Gesamtmasse mit M be- 
zeichnet wird. Hiernach ist das Vektormoment eine Vektor- 
funktion zweiten Grades des die Lage von B bestimmenden 
Vektors p. Besonders zu beachten ist ferner, daß das Glied, 
um das sich ® uud St voneinander unterscheiden, parallel 
znm Vektor p ist. Ersetzt man p durch — p, ohne sonst etwas 
zu fuadem, so bleibt das Vektormoment ungeändert. Punkten, 
die in entgegengesetzten Richtungen gleiche Abstände vom 
Schwerpunkte haben, entsprechen daher gleiche Vektormomente 
fBr die gleiche Richtung des Einheitevektors a. Ferner haben 
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alle Punkte, die in einer zum Einheitsvektor a senkrechten 
und durch den Schwerpunkt gebenden £bene ü^en, das 
gleiche Yektonnoment für diese Richtuhg von a, da tür eie 
op zu Null wird. 

Auch sonst lassen sich noch manche Bexiehungen aus der 
einfachen Gleichung (31) herauslesen, so, indem man berück- 
sichtigt, daß das letzte in ihr vorkommende Glied von dem- 
selben Bau ist wie die einzelnen Glieder des Summenausdruckes 
für % in Gl. (16). Vor allem sind es aber die Beziehungen 
fUr die Komponenten von £3, d. b. für die Trägheit«- und 
Zentrifugalmomente, die noch eine nähere Beaprechung er- 
fordern. 

Durch den Einheitsvektor a wird eine zu ihm senkrecht 
stehende durch den Punkt S gehende Ebene bestimmt, 
die auch selbst kurz als eine Ebene a bezeichnet werden kann. 
Die Nonnalkomponente von 93 zu dieser Ebene, d. h. die Pro- 
jektion von SB auf den Einheitsvektor a, gibt, wie schon früher 
hervorgehoben war, das Trägheitsmoment der Masse in bezag 
auf die durch den Punkt B gebende Ebene a an. So wird 
das Ti%beit8Dioment für die durch den Schwerpunkt A gehende 
Ebene a nach OL (16) gleich 

®Ao"' ^"^ =^^"»(01)* 
und für die dazu parallele, durch den beliebigen Punkt B 
gehende Ebene a erhalt man nach Gl. (21) 

®B,a - ^" = ®A« + -^("P)*- (22) 

Das innere Produkt ap gibt den senkrechten Abstand 
beider Ebenen a an. Von allen parallelen Ebenen bat 
daher die durch den Schwerpunkt gehende das kleinste 
Trägheitsmoment und für die übrigen wird es aus 
diesem gefunden, indem man das Produkt aus der Ge- 
samtmasse M und dem Quadrate des senkrechten Ab- 
standes vom Schwerpunkte hinzufügt. 

Projiziert man dagegen 99 auf die Ebene a, so erhält man 
die der Scbubspannungskomponente des zugeordneten Spannungs- 
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zastandeB entsprechende Komponente von 39, die eiti gerichteiea 
Zentrifugalmoment bedeutet, nämlich eine ClrÖße, die in 
der Ebene a noch irgend eine Richtung haben kann und deren 
Komponenten innerhalb der Ebene Zeotrifng&lmomente im ge- 
wöhnlichen Sinne bedeuten. Legt man nämlich in der Ebene 
a durch den Punkt B noch irgend einen anderen Einheits- 
vektor a', dem eine zn ihm senkrecht stehende Ebene a' ent- 
spricht, so sind zunächst die Ebenen a nnd a' senkrecht zu- 
einander und ebenio die Einlieitsvektoren a und a', so da& ihr 
inneres Produkt Null ist. Man findet dann die Komponente 
des gerichteten Zentrifi^almoments innerhalb der Ebene 0, 
genommen nach der darin beliebig festgelegten Richtung a', 
indem man das ganze % auf a' projiziert, da die Kormal- 
komponente Ton SB zu dieser Projektion nichts beiträgt Die 
anf diese Weise ermittelte Komponente von 93 ist das Zentri- 
fiigatmomeut <Pa,„. der Massen för die durch den Punkt B 
gehenden Ebenen o und a'. So wird in sbeso ödere nach 
Gl. (16) 

*^Aat- " •^*" ' ""^ ■ "'' 

nitd nach Gl. (21) erlült man fUr die dazu pu^llelen, aber 
durch den beliebigen Punkt B gehenden Ebenen das Zentri- 
fugalmoment zu 

<i>^^^, = S8fl' = <t>^^^, + Jf ■ ap ■ o'p . (23) 

Hiemach kann auch das Zentrifugalmoment für irgend 
zwei zueinander senkrecht stehende Ebenen a und a' sofort 
berechnet werden, vrenu es fßr die dazu parallelen Schweiz 
punktsebenen bereits bekannt ist. Dabei ist zu beachten, daB 
die inneren Produkte af) und a'p die senkrechten Abstände der 
Ebenen Q und a' vom Schwerpunkte nach Größe und Vor- 
zeichen angeben. 

Wenn die durch den Schwerpunkt A gehende Ebene a eine 
Haupttri^heitsebene ist, wird ^^^^. für jedes zu a senkrecht 
stehende a' zu Null, wie dies schon früher besprochen war. 
Soll nachher auch die durch den Punkt B parallel gezogene 
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Ebene a ffir diesen Punkt eine Hauptträgbeitsebene aein, so 
muß aucb <&^„„. fttr jede« zu a senkrechte o' zu Null werden, 
d. b. es mtiß nacli Gl. (23) 

ap - fl'p — 

sein. Das ist auf zwei Arten möglich. Zunächst nämlich _ 
trüTt es zu, wenn ap = ist, d. h. wenn der zwischen B und 
A gezogene Radiusvektor t^ senkrecht zum Einheitsvektor a 
steht, oder mit anderen Worten, wenn der Punkt B in der 
durch deu Schwerpunkt gehenden H&uptträgheitsebene a li^t. 
Die durch den Schwerpunkt gehenden Hanptträgheits- 
ebenen sind demnach zugleich Hauptträgheitsebenen 
für alle auf ihnen liegenden Punkte B. Zweitens wird 
aber die Bedingung auch erfüllt, wenn a'f = ist. Das kann 
aber fQr jedes beliebige, zu a senkrecht stehende a' nur dann 
zutreffen, wenn p gleich oder entgegengesetzt gerichtet mit a 
ifii Für alle auf den Hauptträgheitsachsen des Schwerpunktes 
liegenden Punkte sind daher die drei Hauptträgheitsebenen 
parallel zu denen des Schwerpunktes. Der letzte Fall ist 
übrigens im vorhergehenden schon mit enthalten, da ein auf 
einer Hauptträgheitsachse des Schwerpunktes liegender Punkt 
gleichzeitig in zwei Haupttri^heitsebenen des Schwerpunktes ent- 
halten ist und die dritte Hauptträgheitsebene durch die Stellung 
der beiden ersten schon mit bestimmt ist. In allen anderen 
als den hier besprochenen Fällen sind die Hauptträgheitsebenen 
des Punktes B nicht parallel mit denen des Schwerpunktes 
gestellt. 

Bisher war in diesem Paragraphen nur von Trägheits- 
momenten die Rede, die in bezug auf Ebenen genommen waren, 
weil für diese die einfachsten Beziehungen bestehen. Für die 
praktische Anwendung wichtiger sind aber die auf Achsen 
bezogenen Trägheitsmomente. Diese lassen sich indessen 
aus den anderen in ein^her Weise ableiten. Man denke sich 
durch die gegebene Achse zwei zueinander senkrechte Ebenen 
gelegt. Dann ist nach dem Pjthagoräischen Lehrsatze das 
Quadrat des Abstandes jeder Masse von der Achse gleich der 
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Summe der Quadrate der Abstände von den beiden Eb^ien. 
Daber ist auch das Tri^beitsmoment für die Achse gleich der 
Summe der Trägheitsmomente fflr die beiden Ebenen. Zieht 
man femer zwei parallele Achsen, von denen eine durch den 
Schwerpunkt geht, so folgt aus der Anwendoog des durch 
Gl, (22) ausgesprochenen Satzes auf die beiden zueinander senk- 
rechten Ebenen durch die eine Achse und die zu ihnen 
parallelen durch die Schwerpunktsach se, daß auch das Tr^heita- 
moment f3r jene Achse aus dem Trägheitsmomente fSr die 
parallele Schwerpuuktsachse gefunden wird, indem man das 
Produkt aus der gesamten Masse und dem Quadrate des senk- 
rechten Abstandes beider Achsen voneinander hinzufügt. 

Eine andere Beziehnng ergibt sich noch iinter Hinzunahme 
des polaren Trägheitsmomentes. Darunter ist die Summe 
der Produkte aus allen einzelnen Massen und den Quadraten 
ihrer Abstände von irgend einem Punkte B zu verstehen, der 
hierbei als Pol angenommen wird. Legt man durch den Punkt 
S eine beliebige Achse und eine zu ihr senkrecht stehende 
Ebene, so ist die Summe aus den Trägheitsmomenten für die 
Achse und für die Ebene gleich dem polaren Trägheitsmomente 
für den Funkt B. Auch dieser Satz geht unmittelbar daraus 
herror, daß nach dem Pjthagoräisohen Lehrsatze das Quadrat 
des Abstandes jeder einzelnen MasBe von B gleich der Summe 
der Quadrate der Abstände] von der Achse und der Ebene ist. 
Nun ist das polare Trägheitsmoment fQr jeden Punkt B eine 
eindeutig bestimmte Größe, während die Trägheitsmomente fflr 
die verschiedenen Achsen und Ebenen, die man durch den 
Punkt B legen kann, verschieden voneinander sind. Will man 
daher die Tri^heitsmomente für alle Achsen, die man durch 
B legen kann, untereinander vei^leichen, so genügt es, darauf 
zu achten, daß jedes von ihnen durch das Trägheitemoment 
fHr die zur Achse senkrechte Ebene zu einer konstanten Summe 
ergänzt wird. Die vorher besprochenen Beziehungen zwischen 
den Trägheitsmomenten für alle Ebenen, die man durch einen 
Punkt A oder B legen kann, reichen daher auch schon ans, 
um die Beziehungen zwischen den Trägheitsmomenten für alle 
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AcItBeii ZU erkenneD. So Bind die zu den Hauptträgheitsebeaeu 
senkrecht ^^lenden ÄchHen z\igleieh Htrapttr^heitsachsen, 
d. b. jede Schnittlinie von zvei Haapttrügheitsebeuen ist eine 
Hauptträgheitssohae, nSinlicb eine Achse, för die das Ti^heits- 
moment tu einem Maximum oder Minimum wird. Unter allen 
durah einen Punkt S gehenden Achs^i hat jene das größte 
Trägheitsmoment, die zu der Haupttiägheitsebene genkrecht 
steht, fQr die das Trugheitsmornfflit zum Minimam wird uaf. 
Benatzt man die graphische Darstellung Mohrs für den 
Spanunngszustand zur DarBtellnng der Trägheits- und Zentri- 
fujpilmomente ftlr alle dureh densetbeD Punkt gehenden Ebenen, 
so kann man darin aueb die Ttvgheitsmomente fQr alle zu 
diesen Ebenen senkr«cht stehenden Achsen ersichtlich machen, 
indem man eine Paneele znr c-Acbse zieht, die bier zur 
^Acbse wird, in einem Abstände gleich dem polaren Tri^heita- 
momeute, das gleich der Summe der drei Haupttrigheits- 
momente itir die Ebenen ist (entsprechend 0i + 0, + 0, in 
Abb. 3). Die Abstände der einzelnen Punkte e, t von der in 
diesem Abstände gezogenen Parallelen zur T-Achse geben die 
Trägheitsmomente für die zugehörigen Achsen an, falls mau, 
wie es vorher erläutert war, den Spannunj^ustond zur Ab- 
bildung der Yektormomente und ihrer Komponenten verwendet. 

Scbließlich bemerke ieh noch, daß nicht nur allgemein 
den Vektormoraenten nnd ihren Komponenten für alle durch 
«inen Punkt gehenden Einheitsvektoren a ein Spannungs- 
zustand & mit seinen Komponenten zugeordnet werden kann, 
sondern daß dies auch noch f^r die einfacheren Fälle gilt, bei 
denen einerseits die Hassen alle in einer Ebene liegen nnd 
anderer^its der Spannungszustand in einen ebenen oder zwei- 
achsigen übe^eht, indem die dritte Hauptspannung zu Null 
wird. Ancb diese beiden Fälle entsprechen sich und der eine 
kann zur Abbildung des anderen Terwendet werden. 

Die Trägheitsmomente für alle Ebenen, die eine ebene 
Figur senkrecht schneiden, stimmen ßberein mit den Trägheits- 
momenten fSr die Achsen, die die Spuren der Ebenen in der 
ebenen Figur bilden. Das gebt daraus hervor, daß das Trägheits- 
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moment der ebeoeo Figar in bezüg auf ihre eigene Ebea» 
gleich Noll ist. Die Trögheitamosieiite füt alle ÄcIueD, die 
man durch eines Pnolct der ebenen Figur in ihrer eigenen 
Ebene ziehen kann, entsprechen den IformalBpannungen in dem 
ebennt SpannungBiostaude fOr die gleich gelegenen Schnitt- 
ebenen. Ebenso sind die Zentrifagalnaomente fär zwei unter- 
einander und zur ebenen Figur senkrechte Ebenen den Schub- 
spaunungskomponenten für die betreffenden Schnitteb^ien im 
ebenen Spannungszuatande zugeordnet. Daher kann auch 
die in Band III, § 8 für den ebenen Spannungszustand 
gegebene Darstellung durch denMohrschenSpannunga- 
kreis ohne weiteres benutzt werden, um die Trägheits- 
momente undZentrifugalmomente einer ebenen Massea- 
verteilaag für alle durch einen gegebenen Punkt 
gehenden und zur selben Ebene gehörigen Achsen dar- 
zustellen. 

§ 5. ErsatB eines atarreu ESrpere dnroti vier oder mehr 
starr miteinander verbundene materielle Punkte. 

Bei den meisten Aufgaben der Dynamik eines starren 
Eörpers kommt ea auf dessen besondere Gestalt und Masaen- 
Terteilung nicht an, sondern nur auf die Gesamtmasse, auf die 
Lage des Schwerpunktes und auf die Vektormomente und 
deren Komponenten in bezug auf alle Punkte, Ebenen oder 
AohsMO- Zwei starre Körper, die in diesen übereinstimmen, 
können sich in der Kegel gegenseitig vertrete oder sie sind 
djnamisdh gleichwertig miteinander. Es kann daher zuweilen 
von Nutzen sein, um die tJbersichtliohkeit der Betrachtung zu 
erhöhen, einen gegebenen starren Körper durch einen anderen 
von einfacherem Aufbau zu ersetzen, der ihm dynamisch gleich- 
wertig ist. 

Das kaifn noch auf sehr viele Arten geschehen. So kann 
z. B., wie man leicht einsieht, ein starrer Körper in den ge- 
nannten Beziehungen stets durch einen von ellipsoidischer 
Öestalt ersetzt werden. Man braucht nur dafUr zu soi^eu, 
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d&B die Massen flbereinstiDimen, daB die Schwerpunkte und 
die darauf bezogenen Haopttn^heitsachBen zoBammenfaUeii und 
daß die Hauptträgheitsmomente gleich grofi sind, was sich 
immer erreichen läßt. 

Hierauf soll jetzt nicht näher eingegtingen, sondern ein 
anderer Ersatz des starren Körpers durdi einzelne starr mit- 
einander Terbnndene Punkte, wenn auch nur ganz kurz be- 
sprochen werden. Zunächst wird man sich fr^en, wie viele 
materielle Funkte dazu nötig sind. Daß drei dazu nicht aus- 
reichen können, ei^ibt sich sofort daraus, daß das Trägheitsmoment 
der drei Pnnkte in bezug anf die durch sie gelegte Ebene zu 
Null würde, während das Trägheitsmoment einer räumlichen 
Masaenverteilung, wie sie bei dem starren Körper vorauszu- 
setzen ist, für jede Ebene einen von Null verschiedenen posi- 
tiven Wert haben muß. Zum Ersätze des starren Körpers hat 
man daher mindest^is vier materielle Funkt« nötig, die nicht 
in einer Ebene liegen. Diese Zahl reicht aber auch stets aus 
und zwar kann man nicht nur auf eine, sondern noch auf un- 
endlich viele Arten vier materielle Punkte ai^^eben, die in 
starrer Verbindung miteinander einem beliebig g^ebenen starren 
Körper dynamisch gleichwertig sind. Um sich hiervon zu 
überzeugen, genügt es, die Zahl der Bedingungsgleichui^en 
festzustellen, denen die Unbekannten, nämlich die Koordinaten 
der materiellen Punkte und ihre Massen genügen müssen, damit 
der Ersatz des starren Körpers durch die materiellen Punkte 
hergestellt ist. Die Koordinaten bezieht man dabei am ein- 
fachsten auf das durch die llauptträgheitsachaen des gegebenen 
starren Körpers gebildete Koordinatensystem. Die Zentrifugal- 
momente des Systems der materiellen Punkte müssen für die 
drei Koordinatenebenen zu Null werden und die Trägheits- 
momente müssen vorgeschriebene Werte annehmen. Das sind 
sechs Bedingungsgleichungen; dazu kommen drei Komponenten- 
gleichungen, durch die ausgesprochen wird, daß der Schwer- 
punkt mit dem Koordinatenurspruug zusammenfallen muß und 
eine Gleichung, in der die Summe der Massen gleich der ge- 
gebenen Masse gesetzt wird. Diesen zehn Gleichungen stehen 
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für jeden materiellen Punkt vier Unbekannte gegenüber, näm- 
licb seine Masse und seine drei Koordinaten. Hiemach konnte 
es scheinen, als wenn nifoi den Gleichungen schon durch ge- 
eignete Wahl von drei Punkten genügen könnte; aber man 
muß bedenken, daß die Gleichungen die Produkte und Quadrate 
der Unbekannten enthalten und daß es daher sehr fraglich ist, 
oh sie auch reelle Werte als Lösungen zulassen. In der Tat 
konnten wir uns Torher schon durch eine andere Üherlegung 
davon überzeugen, daß dies bei drei Punkten nicht möglich ist. 
Bei vier Punkten, die nicht in einer Ebene liegen, fällt 
aber dieser Hinderui^grund fort und man kann dann in der 
Tat die zehn Gleichungen auf uneDdlich viele Arten durch 
reelle und für die Massen positive Werte der 16 Unbekannten 
befriedigen. So kann man z. B. verlangen, daß die vier Punkte 
gleiche Massen haben sollen, so daß auf jeden ein Viertel der 
Gesamtmasse ent^ 
fällt. Auch dann 
bleibt noch der Will- 
kür viel Spielraum. 
Ein Beispiel für eine 
der mögliehen Lö- 
sungen ist in Abb. 7 
in axonometrischer 
Ansicht gezeichnet. 
Die erste Masse »», 
li^ auf der posi- 
tiven X-Achse, die 
■drei anderen in einer _ 
Ebene, die parallel 
^ur F^- Ebene ist, am. i. 

so daß zwischen den 

Abständen a tmd h die Beziehung o = 36 erfüllt ist. Die 
Masse m, liegt in dieser Ebene und in der XZ-Ebene 
im Abstände c von der X-Achse nach abwärts, während die 
Massen m^ und m^ symmetrisch zur XZ-Ebene liegen tmd ihre 
Abstände d von der XF-Ebene mit c in der Beziehung c-^2d 




3vGooglc 



44 ]. AbBohnitt. SpumongszuBtukd und Bmchgefftbr; Momente von Hasien. 

stehen. Über die Abatände b, d und c kann man dann immer 
nodi 80 verfügen, daß die Haaptträgheitsmomente die ver- 
langten Werte annehmen. Bezeichnet man die Trägheits- 
balbmesser mit i,, i , i,, so ist zu machen 

= 1,1/3; 6 = t,>4; c-t..2y|; d^i,Y^; e-i,)/2. 
Hat man die Wahl in dieser oder in einer anderen Weise ge- 
troffen, so ist zuiüchst erreicht, daß das System der vier 
Punkte für jede Achse a, die durch den als Koordinaten- 
Ursprung dienenden Schwerpunkt geht, dasselbe Vektormoment 
hat, wie der gegebene starre Körper. Das trifft aber dann 
von selbst auch für alle durch jeden beliebigen anderen Punkt 
gehenden Achsen zu, wie ans Ql. (21) sofort hervorgeht. Auch 
die Trägheitsmomente fUr alle beliebigen Ebenen oder Achsen 
und die Zentrifugalmomente stimmen liir beide Mossensysteme 
miteinander überein. 

Eine andere Wahl der vier Punkte, die für manche Be- 
trachtungen recht bequem ist, besteht darin, daß man sich zu- 
nächst die Gesamtmasse des Körpers im Schwerpunkt ver- 
einigt denkt und hierauf noch auf jeder der drei Haapt- 
ti^heitsachsen einen unendlich fernen Punkt mit unendlich 
kleiner Masse zufUgt, so daß die Haupttrsgheitemomente für 
den Schwerpunkt die verlangten Werte annehmen. Diese Auf- 
fassung des starren Körpers ist mit der Deutung eines Kräfte- 
paares als unendlich ferne und unendlich kleine Kraft zu ver- 
gleichen und sie gewährt auch in mancher Hinsicht äbnlidie 
Vorteile, wie diese. 

Im tlbrigen ist man aber natürlich nicht daran gebunden, 
für den Ersatz des starren Körpers gerade nur die kleinst- 
mögliche Zahl von vier Punkten zu verwenden. Sehr an- 
schaulich ist z. B. auch der Ersatz durch sechs starr mit- 
einander verbundene Punkte, von denen je zwei auf einer der 
Haupttregheitsachsen symmetrisch zu der darauf senkrecht 
stehenden Hauptträgheitsebene liegen. Diese Art des Ersatzes 
ist aber von so einfacher Art, daß sie keine weitere Be- 
sprechung erfordert. 
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Zweiter Abschnitt. 
Elastizitätstbeorie der Scbelben nnd der Platten. ^, 

§ 6. Yorbomerknngen. 

Die allgemeinen Gnmdlagett der maÜiematischen Theorie 
der Elaetizität, aaf die ich mich im folgenden stützen muß, 
wurden schon in Band HI beeproehen. Hier aollen der besseren 
Übersicht wegen die wichtigsten Formeln, zu denen wir ge- 
langt waren, noch einmal kurz zusammengestellt werden. 

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen lieferten die Ctleich- 
gewichtebediagungen zwischen den Spannungen und Massen- 
ktäften, die an einem unendlich kleinen Parallelepiped an- 
greifen. Bezeichnet man die Komponenten der Hassenkraft, 
bezogen auf die Raumeinheit mit XYZ, so ergeben sich aus 
dem Gleichgewicht gegen Verschieben in den drei Achsen- 
richtungen irgend eines rechtwinkligen Koordinatensystems, zu 
dem die Kanten des Parallelepipeds parallel gelegt sind, die 
Gleichungen (5) Ton Band III, nämlich 



ji + ^ + W + ^-oi 

Diese drei Gleichungen lassen sich übrigens, wie hier noch 
beigefllgt werden möge*), auch durch eine einzige Vektor^eichung 

*) Für eine erste Durchsiebt kann man die kleingedruckten Stellen 
dimea Paragraphen ühersohla^n. 
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ersetzen, indem man an Stelle der Spannungskomponenten a, usf. 
den im vorhergehenden Abschnitte eingef^rten Tektor i znr Eenn- 
zeichnung des Spansungszustandes an einem bestimmten Orte be- 
nutzt. Das kann noch in verschiedener Weise geschehen; es ge- 
nügt, wenn wir uns hier auf Jene Darstellung beschränken, die 
mit den einfachsten Mitteln zum Ziele fUirt. 

In § 1 war die Spannung 9 als eine lineare Yektorfunktion 
des Einheitsvektors r erkannt worden, durch dessen Bicbtung die 
Stellung des Flachenelementes bestimmt wird, auf das sich 8 be- 
zieht. Femer wissen wir, daß der Spannungszustand an einem 
Orte Ä vollständig bek&nnt ist, wenn man die Spannungen fär 
drei Schnittebenen, die mit den Koordinaten ebenen zusammenfallen 
mögen, anzugeben vermag. Man kann daher sagen, daß der 
Spannungszust&nd eine gerichtete Größe von der n&chst höheren 
Stufe ist, als ein Vektor, insofern nttmlicb, als er erst durch drei 
Tektoreu, etwa 8^, fiy, i^ vollständig beschrieben wird, geradeso 
wie ein Vektor durch Angabe von drei richtungslosen Größen be- 
stimmt ist. unter 8^, 8,, 8^ sind die Spannungen zu verstehen, 
die zu den in den Klchtnngen der Koordinatenachsen gezogeneu 
Einheitsvektoren gehören. Die Spannangen 8^, ij, i^ selbst zer- 
fallen wieder in die in den Gleichungen (24) varkommenden 
Komponenten nach den Koordinatenachsen, nämlich z. B, 

«I - i«, + i'., + I'.. (25) 

wie ans den Bedeutungen von a^, t und t^, ohne weiteres her- 
vorgeht. 

Da nun t^^ = i^^ uaf , stimmen die Komponenten von Sj in 
dieser Gleichung mit den in der ersten der Gleichungen (24) ent- 
haltenen Spaunungskomponenten iiberein. Wenn aber t irgend 
einen Vektor bedeutet, der einem Punkte des Raumes zugeordnet 
ist und der sich mit der Lage des Pimlctes Ändert, nämlich 

so versteht man, wie schon im vierten Bande auseinandergesetzt 
war, unter Divergenz von D den Ausdruck 

Diese Größe hat eine von der Wahl des Koordinatensystems 
unabhängige Bedeutung und läßt sich, wie damals gezeigt war, 
. imter dem Bilde einer Flüssigkeitsströmung, nSmlich als deren 
Quelle anschaalich vorstellen. Mit Hilfe des Begriffes der Diver- 
genz, der in der Vektoranalysis eine sehr wichtige Rolle spielt, 



div. D - ^ + ^ 
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IftBt sich, wie ans 61. (25) hervorgellt, die erste der Grleichongen 
(24) auch kürzer in der Form 

div. Si + ^i — 
anschreiben. Dabei ist unter $ die gesamt« Massenkraft, unter 
$i daher deren vorher mit X. bezeichnete Komponente zu tot- 
steheri. Ebenso geht die zweite der Gleichungen (24) über in 

div. äj + 9|Ji = 
und entsprechend die dritte. Da die uichtung der Koordinaten- 
achsen völlig willkürlich gewählt war, muß" natürlich für jede 
Bicbtung dem Sinne nach dieselbe Aussage gelten. Man kann 
daher die drei Gleichungen (24) auch in einer einzigen Aussage 
zusammenfassen. Versteht man nämlich jetzt unter tt irgend 
einen beliebig gewählten, weiterhin aber als konstant betrachteten 
Einheitsvektor, so werden durch die fOr jedes n geltende Gleichung 

div. S„ + «ßn = (26) 

die Gleichgewichtshedingungen am Volumenelemente dem vollen 
Inhalt nach wiedergegeben. 

Die Gleichgewiehtsbedingnngen allein genügen aber nicht, 
um daraus die Verteilnng der Spannungazustände in einem 
ESrper abzuleiten, auf den gegebene Lasten einwirken. Das 
ist nur dadurch möglicli, daß man die Spannungen mit Hilfe 
des Elafitizitätsgesetzes in den Formänderungen ausdrückt. Der 
Formändemngszustand eines Körpers ist nämlich an sich von 
einfacherer Art als der Spannungszustand, da zu seiner Be- 
schreibung schon die Angabe eines einzigen Vektors D genügt, 
der eine Funktion des Ortes ist, während zur Beschreibung 
des Spannungszu Standes, wie wir sahen, drei solche Vektoren 
erforderlich sind. Der Vektor u, dessen Komponenten wieder, 
wie schon im dritten Bande, mit |, tj, £ bezeichnet werden 
sollen, gibt die Verschiebung an, die der betreffende Punkt 
bei der Formänderung relativ zu einem auf dem Körper selbst 
festgehefteten Koordinatensysteme erfahren hat. 

Unter der Voraussetzung eines isotropen Körpers, der 
dem H o o k e sehen £lastizitatsgesetze gehorcht, bestehen zwischen 
den Spannungskomponenten und den Differentialquotienten der 
Verschiebungskomponenten die in Band III, Gl, (279) und 
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(283) ztiaammengecitelltsn Beziehnngeo, i^mlicli 



■ 20(11 +^i-i; 



.,-20^ 



,8j ^m- 
26(11 + ;.! 



ä>. 



(27) 



(28) 



Darin ist G der SchubelaBti!dtötsmodul, m die Poiesonaehe 
Konstante, die gewöhutich zwuicben 3 und 4 liegt und e die 
kubische Ausdehnung, nämlich 



_3i 






= diT. B 



(29) 
(30) 



wofür man auch 

schreiben kann. 

Es mag hier noch angeführt werden, daß man die Beziehungen 
■(27) und (28) ohne Bezugnahme auf ein Koordinatensystem mit 
^en Aosdracksmitteln der Vektoranalysis auch in eine ein- 
zige Gleichung zusammenfassen kann. Versteht mau nSmlich 
■wieder unter n einen beliebig gewählten, aber konstanten Einheits- 
vektor, so wird 



8n-G(V(ün) + (nV)i) + - 



- n div. d) . 



(31) 



Die Operationszeichen V und (nV) kamen schon im vierten 
Bande vor und wurden dort erklärt. Man überzeugt sich in der 
Tat leicht, daß Gl. (31) die Gleichungen (27) und (28) umfaßt, 
indem man für n der Reihe naah i, j, ( setzt und die dadurch er- 
lialtenen Spannungen 3ti ^i, ^ weiter in ihre Komponenten nach 
den Koordinatenachsen zerlegt. 

Setzt man die Werte der Spannungskomponenten aus den 
Öl. (27) und (28) in die GL (24) ein, so erhält man jene 
Gleichungen, die im dritten Bande als die elastischen Grund- 
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gieiclLungeQ bezeichaet und unter Kummer (285) aufgeführt 
waren, nämlich 



V'E + ; 


J"-r!55 


^l- 


-0 


V'?+; 




+ J- 


-0 


V'£ + ; 


V, de 
« — 2 Sb 


+ 5- 


-0 



Darin ist unter V der Laplacesche Operator zn ver- 
stehen, nämlich 

dx^^ by^^ dl*' 

der, wie alle AnsdrOcke der Vektoranalysis ebenfalls eine in- 
Tariante, nämlich von der besonderen Wahl des Kaordinaten- 
Bjstems nnabhäiigige Bedeutung hat. 

Auch die drei Önindgleichuageu lassen sich, wie schon im 
dritten Bande bemerkt war, zu einer einzigen Vektorgleichong zu- 
sammenfassen, nämlich 

V*b + — ^ V div. + * = . (33) 

Anstatt diese Gleichung durch eine Zusammenfassung der 
Gleichungen (32) zu erhalten, kann man sie Übrigens auch un- 
mittelbar durch Einsetzen von Gl. (31) in Gl. (26) ableiten, ohne 
den Umweg über die Koordinatendarstellung machen zu mttsseu, 
falls mau mit den Kechengesetzen der Vektoranalysis ein wenig 
mehr vertraut ist, als ich es von dem Leser hier voraussetze. 

Aue den Grundgleichungea (32) soll noch eine Gleichung 
abgeleitet werden, die ebenfalls fUr jeden beliebig belasteten 
Körper gilt, falls er nur dem Elastizitä tage setze in der vor- 
au^esetzten einfachsten Form gehorcht. Man differentiiere die 
erste der Gleichungen (32) nach x, die zweite nach y und die 
dritte nach ü und addiere hierauf; dadurch erhält man eu- 
nächst 

^ \dx + 3y + dz) + m-2 W + Sy' ^ 9«V 



4- * i^- 
+ Q\d. 



^%- 
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Mit B.Qck8icht auf Gl. (39) and unter Verirendung des 
Operators V* im zweiten OUede der linkem Seite ISfit sich dies 
zusammenzielien za 

Bei den Anwendungen, die man von dieser Gleichung zu 
machen hat, kann gewöhnlich die Massenkraft ^ mit den 
Komponenten X YZ «itweder ganz Temachlässigt werden oder 
sie rührt wenigstens nur Ton dem Eigengewicht, d. h. von 
dem Kraftfelde der Schwere her, das man bei allen technischen 
Festjgkeiteaufgahen (nämlich mit Ausschluß solcher Be- 
trachtungen, die sich auf die elastischen Eigenschafteu des 
ganzen Erdballes unter dem Einflüsse der auf ihn einwirkenden 
Kräfte beziehen), als homogen ansehen kann, so daß die 
Differentialquotienten von XYZ nach den Koordinaten xyx 
sämtlich verschwinden. Alsdann kann Gl. (34) durch die 
einfachere Gleichung 

V'e = (35) 

ersetzt werden. ' — Zu derselben Gleichung gelangt man auch 
durch Ausführung der Operation div, an der Vektor- 
gleichung (33). 

Führt man die Operation V^ an der ersten der Gleichungen 
(32) nochmals aus, so erhält man mit Rücksicht auf Gl. (35) 
auch 

V^ ■ V»6 = (35a) 

und derselben Differentialgleichung vierter Ordnung müssen 
auch die anderen Verschiebungskomponenten ij und t, genügen: 

§ 7. Besondere Glelohuiigen für den Fall, daß überHU O, 
gleich Null gesetzt werden kann. 
Bei den Scheiben- oder plattenförmigen Körpern, für die 
man Fes tigkeits Untersuchungen anzustellen hat, kann man 
häufig entweder genau oder doch angenähert annehmen, dafi 
in den beiden ebenen Oberflächen und in allen parallel zu 
ihnen gelegten Schnittflächen keine Normalspannungen auf- 
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treten. Läßt man die XF- Ebene des rechtwiniligen Koordi- 
natenBystems mit der Mittelebene der Scheibe oder Platte zu- 
sammen&llen, so daß die i^- Achse in die Kichtung der „Dicke" 
fällt^ so heißt dies, daß man überall Oj =* setzen kann. Wir 
wollen jetat sehen, welche Folgerungen sich aus den all- 
gemeinen Gleichungen für diesen besonderen Fall ableiten 
lassen. Dabei soll femer vorausgesetzt werden, daß die Massen- 
kraft $, wenn sie nicht überhaupt Temachlassigt werden kann, 
weni^tens von einem homogenen EJraftfelde herrührt, so daß 
die Gleichung (35) vom Schlüsse des vorigen Paragraphen mit 
übernommen werden kann. 

Für ff, = folgt aus der dritten der Gleichungen (27) 

H + dr^-O (36) 

und in Yerbindung mit Gl. (35) ergibt eich daraus 

V* ^ = 0. (37) 

Femer lautete die dritte der Grundgleichungen (32) 

'•s + if^n + l-o. 

wofür jet^t mit Itücksicht auf Gl. (36) auch 

S + g + (l-».)S + |-0 (38) 

geschrieben werden kann. Differentiiert man diese Gleichung 
nach s, beachtet hierbei, daß nach unserer Annahme Z als 
konstant anzusehen ist und vergleicht das Ergebnis mit GL (37), 
so ergibt sich 

während Gl, (37) nach Wegfall dieses Gliedes in die ein- 
schere Form 






übergeht. Nach GL (39) kann man für g 
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£ - Eo + ?i^ + 3i«* ■ (41) 

setzen, wenn man unter ^(,9,9j Funktionen ron x und y allein 
Terstelit. 

Als eine „Scheibe" soll ein Scheiben- oder plattenfönniger 
Körper insbesondere bezeichnet werden, wenn er nur durch 
Kräfte in der Plattenebene belastet wird, so daß die Mittel- 
ebene bei der Formänderung eben bleibt, während derselbe 
Körper eine Platte genannt werden soll, wenn er so belastet 
ist, daß diese Fläche eine Biegung erf^irt. Ffir die Scheibe 
ist ^ gleich Null zu setzen, während ffir die Platte, also für 
den al^emeineren Fall, den wir hier zu behandeln haben, f,, 
die Ordinate der gekrümmten Fläche angibt, in die die Mittel- 
Jäcbe bei der Biegung übergebt. 

Setzt man g aus Gl. (41) in Grl. (40) ein und beachtet, 
daß diese fär jeden Wert von z erfüllt sein muß, so erhält man 

Ö; 4- 1^ - Ol 

" 8v" . (42) 



Um die Differentialgleichung zu erhalten, der ^ genügen 
muß, führen wir zanächst die Operation 5—, -|- ^ an Gl. (41) 
aus, wobei sich wegen der Gleichungen (42) 

P, + |Ü,_»1S! + |!& , (43) 

8x' Sy' Sx' 9y' *■ / 

ergibt. Gleichung (38) geht daher unter Beachtung Ton 
Gl. (41) über in 

Aus dieser Gleichung ist noch q^ zu elictinieren, was mit 
Hilfe Ton Gl. (42) durch nochmalige Ausfühnmg der Operation 
r— ^ gelingt. Wir erhalten dann ■ 



cy^ 
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3 8, Besondere Oleichan^n ^ den Fall rein ebener Fonuänderungeu. 5ä 

Für die Scheibe hat liieee Gleichung keine Bedeutung, da 
bei ihr ^ gleich Null ist. Dagegen biHet sie die 
wichtigste Gleichung für die Theorie der Biegungs- 
elastizität der Platten, freilich nur fUr den Fall, der hier 
TorausgeBetzt war, daß 0, überall gleich Null gesetzt werden 
kann, also mit anderen Worten für den Fall, daß die Form- 
inderung nur ,durch Klüfte und 'Kräftepaare hervorgebracht 
wird, die am Rande der Platte angreifen. Gl. (44) kann auch 
in der weiter ausgerechneten Form 

^h + 2 ä%-i + ^'^ = (45) 

3x' ' dx'dy* 8y* ■ ^ '■ 

angeschrieben werden. Derselben Gleichung genügt übrigens, 
wie aus Gl. (43) hervoigeht, uicht nur fg, sondern auch 
% selbst. 

In einem der folgenden Paragraphen werden wir die 
DifFerentialgleichuDg der Platte nochmals auf Grund einer 
ganz anderen Betrachtung ableiten, bei der aber eine Beihe 
TOD Näherungsannahmen gemacht werden wird, auf deren 
strenge Erfüllung keineswegs gerechnet werden kann. Die 
hier gegebene Ableitung, die im übrigen freilieh noch eine 
Beibe von Fr^en, die sich auf- den Spannungszustand der 
Platte beziehen, unerledigt läßt, hat dagegen der anderen gegen- 
über den Vorzug, daß sie nur auf die Voraussetzung tf, = 
gestützt, im übrigen aber streng ist. 

§ 8. Besondere Gleiahungen ffir den Fall rein ebener Form- 
änderongen. 
In manchen Fällen kann man genau oder wenigstens an- 
genähert voraussetzen, daß die elastische Formänderung eines 
Körpers in der Art erfolgt, daß eine Schar paralleler Ebenen 
bei der Formänderung eben bleibt und daß auch in jeder 
dieser Ebenen die Formänderung in derselben Weise erfolgt, 
wie in jeder anderen. Das würde z. B. zutreffen bei einer 
Staumauer, die ein Wasserbecken abschließt und auf eine große 
Länge hin denselben Querschnitt hat, dabei überall in der- 
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selben Weise gestfitzt luid belastet ist, falls mau sieh auf die 
Üntereucbang des mittleren Teiles beschränkt, der von den 
Enden, an denen abweichende Terhältnisse TOrkommen, hin- 
reichend entfernt ist, Aach die Untersuchung des Öleich- 
gewichtsznstandes eines Tonnengewölbes nach den Methoden 
der strengen Elastizitätstheorie kann unter den gleichen Voraus- 
setzungen in derselben Weise durchgefßhrt werden. 

In solchen Fällen genagt es, den Gleichgewichtszustand 
eines scheibenförmigen Körpers zu betrachten, der zwischen 
zwei nahe benachbarten Qaerschnittsebenen enthalten ist. Wir 
wollen nun sehen, welche Formen die Gleichungen der strengen 
Elastizitätstheorie unt«r diesen besonderen Umständen annehmen. 
Dabei muß freilich von vornherein vor dem Irrtum gewarnt 
werden, als wenn es sich wirklich um strenge Lösungen der 
betreffenden Festigkeitssuf gaben handelte. Die Gleichungen, 
die wir aufstellen wollen, sind streng richtig nur insoweit als 
die Voraussetzungen, auf denen sie beruhen, audi wirklieh 
erfüllt sind. Bei den vorher genannten Mauerkonstruktionen 
trifft schon die Voraussetzung, daß das Material dem Hookeschen 
Elastizilätagesetze gehorche, keineswegs genau zu. Noch be- 
denklicher ist in vielen Fällen die andere Annahme, daß der 
Formänderungs- und Spannungszustand in jedem Querschnitte 
derselbe sei, wie in jedem anderen. Aber mit solchen 
Näherungsannahmen muß man sich bei der Lösung praktischer 
Aufgaben immer behelfen. Bei den Anwendungen wird man 
sieb natürlich der beschränkenden Voraussetzungen, die viel- 
leicht ziemlieh weit von der Wirklichkeit abweichen, wohl zu 
erinnern haben. Wenn dies geschieht, vermag aber die strenge 
Lösung, die sich auf diese Voraussetzungen stützt, sehr wert- 
volle Dienst« zu leisten. 

Läßt man die XZ- Ebene mit einer Querschnittsebene 
zusammenfallen, so wird die besondere Voraussetzung über 
den FormSnderungszustand, die wir hier zugrunde legen, durch 
die Gleichungen 

^^ = ^'i = ^^ — -^ — ^ = ft afii 
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auageBprocben. Die Verschiebung £ senkrecht zur Queraclmitta- 
ebene wird in manchen Fällen mit Kücksicht auf die näheren 
Umstände auch gleich Null gesetzt werden können. Doch ist 
dies im allgemeinen nicht nötige jedenfalls muß aber nach 
GL (29) ^ konstant sein, da e nach Voraussetzung eben&lls 
unabhängig von z ist. Daher werden wir jetzt im allgemeinen 
% noch als eine lineare Funktion von s anzusehen haben, die 
Ton X und y unabhängig ist, wie schon in den GL (46) ans- 
gesproehen war. 

Aus den Gl. (28) folgt wegen der Gl, (46) femer 

r,, = und r,j, = 0. 

Hiemach ist die Querschcittsebeue fOr jeden ihrer Punkte 
eine Hauptepannungsebene nnd ff, eine Hauptspannung. Ea 
könnte sein, daß auch ff, überall gleich Null zu setzen wäre, 
wie im vorigen Pari^raphen. Im allgemeinen wird dies aber 
nicht zutreffen und wir wollen, zunächst wenigstens, annehmen, 
daß ff, irgend eine Funktion von x und y ist. Daß ff, und 
ebenso auch die übrigen Spannungskomponenten e^, e^ und 
X von z unabhängig sind, folgt aus dem Vergleiche der 
Gleichungen (27) und (28) mit den hier gemachten und durch 
die Gleichungen (46) ausgesprochenen Annahmen, 

Nach der letzten der Gleichungen (24), die das Gleich- 
gewicht der Spannungen am Parallelepiped aussprachen, muß 
hier jedenfalls Z gleich Null gesetzt werden. Im übrigen 
wollen wir annehmen, daß die Maasenkraft nur ans dem Eigen- 
gewicht des Körpers bestehe und daß die T- Achse in die 
Richtung der Schwere gelegt sei, so daß auch X = gesetzt 
werden kann, während Y einen konstanten Wert c annimmt, 
der das Gewicht der Raumeinbeit des Körpers ai^ibt. Die 
beiden ersten der Gl. (24) schreiben sich daun 
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Differeotiiert man die erste dieser Gleii^ungen na^x und 
di€ zweite nach y uad subtrahiert, so erhält man, da c kon- 
stant iöl^ 

Hienus folgt^ daß man ff, und 6^ als Differentialquotienten 
einer und derselben !E\inl<^tion F von x und y ansehen kaan^ 
nämlich. 

^ ■■ ,,_?!?; „.«"f. (49) 

Setzt man femer noch 



' dxdy 



(50) 



wobei a ii^gnd eine Konstante bedeutet, so sind durch die 
Ansätze (49) and (50) die Gleichgewiehtsbedingungen (47) in 
der Tat erfüllt. Die Aufgabe, den Spannungszustand zu finden^ 
ist hiermit roUständig auf die Ermittelnng der unbekannten 
Fonktioii FzurflckgefUirt*), die man nach dem ersten Urheber 
dieser Betrachtungen als die Airyeche Bpannungsfunktion 
bezeichnet. Denkt man sich Aber dem betrachteten Quer- 
schnitte eine Fläche konstruiert, deren in der ^-Richtung 
gehenden Ordinaten den jedem Punkte xy zugeordneten Wert 
der Bpannungsfunktion F darstellen, so ist mit der Gestalt 
dieser Fläche, die man nach einer von F. Klein eingefllhrten 
Bezeichnung die Spannnngsfläche nennt, der Spannungs- 
zustand Qberdl bekannt. 

Die Gleichgewichtsbedingungen liefern uns kein Mittel, 
um die Funktion F zu bestimmen. Vielmehr würde man bei 



*) Die Möglichkeit, alle Spannuugskomponenten in einer olle Fälle 
umf&Bsenden Weiae durch 6iae einzige Funktion F auszodrackeu, wird 
hier dadurch herbeigeführt, daB zwischen den drei Funktionen o^, Hj/ nnd 
Txy die zwei Gleichungen (4T) beeteben müssen. Beim drei achai gen 
Spannungazu Stande ließen sich iwar auch solche Punktionen F angeben, 
in deren Differentialquotienten eich die . sechs Spaonungskomponenten 
ausdrücken ließen j aber man würde damit nicht den allgemeinsten 
Spannungszustand ausdrücken, eondem einen gan^ eng spezialisierten. 
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jeder beliebigen Wabl Ton F nach den Gleichungen (49) und 
(50^ zn einem System von Spaunxmgen geehrt werden, das 
an jedem Yolumenelemente Gleichgewicht herstellt. Man muß 
daher wie bei all^n Aufgaben der Elastizitätstheorie auch noch 
auf' den Zusammenhang zwischen den Formänderungen und 
den Spannui^en achten. 

Ans^tt aber, wie es sonst gewöhnlich am zweckmäßigsten 
ist, von den Gleichungen zwischen den Spannungen zu den 
Gleicj^ungen zwischen den Yerschiebungskomponenten über- 
zugehen, kann man hier auch bei der unmittelbaren Unter- 
suchung des Spannnngszustandes stehen bleiben, indem man 
die Gleichungen (27) und (28) zwischen Spannungs- und Ver- 
schiebnngskomponenten ausschließlich dazu benutzt, die bisher 
noch , fehlende Gleichung abzuleiten, der die Funktion F ge- 
nügen muß. Die Dehnung v in der Richtung der X-Achse 
konnte noch eine Konstante sein, die jetzt mit 1i bezeichnet 
werden mag. Dann wird zunächst e nach GL (29) 

p — ^ 4.^'^ 4-11 

und nach Gl. (35) erhält man,' weon man dies einsetzt und 
berücksichtigt, daß ^ und ^ von b uuabhängig sind 

Nach den beiden ersten der Gl. (27) wird daher auch 

(I. + !■■)■(». + »,)-0. (52) 

Damit haben wir die Bedingung gewonnen, die zwischen^den 
Spannungskomponenten wegen ihres Zusammenhanges mit den 
Formänderungen, ganz unabhängig von Gleichgewichtsbe- 
trachtungen bestehen muß und die uns zur Ermittelung der 
Spaaniingsfunktion F zu dienen vermag. Setzt man nämlich 
ff^ und a aus den Gleichimgen (49) in Gl. (52) ein, so er- 
hält man 

/_il + ^\ ß^ + ?!-^ = 
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oder bei weiterer Ausrechnang 

Es ist voB Wichtigkeit darauf hinzuweiaen, daß 
die Gleichung für F vollständig mit der Differential- 
gleichung (45) für die gebogene Platte übereinstimmt, 
Dadarch wird es möglich, unter Feethaltang geeigneter Grenz- 
bedinguogen am Rande der Platte die Spannungsfläche fQr 
eine Scheibe auf experimentellem Wege, nämlich durch die 
Biegung einer entsprechenden Platte zu ermitteln, wie dies in 
der Tat von Wieghardt ausgeführt worden ist. 

Von Gl. (53) vermag man beliebig viele partikuläre " 
Lösungen aUziigeben, von denen jede einem Spannungszuatande 
in einer Scheibe entspricht. Damit dieser auch wirklich zu- 
stande komme, muß man sich die Lasten am Umfange der 
Scheibe so gewählt denken, wie sie sich aus den Gl. (49) und 
(50) ergeben, wenn man die betreffende Lösung der Gl. (53) 
einsetzt. Yon vornherein gegebenen Orenzbe dingungen am 
Scheibenumfange zu entsprechen, ist natürlich weitaus achwier^er 
und gewöhnlich nicht möglich. Das hindert aber nicht, daß 
man doch liir eine Reihe von Fällen praktisch brauchbare 
Aufschlüsse gewinnt, indem man eine größere Zahl von 
Lösungen der Gl, (53) daraufhin durchprobiert. Auch die all- 
gemeine Lösung von Gl. (53) läßt sich übrigens in verschiedenen 
Formen darstellen, z. B. in der Form 

F = fx{^ + yi) + U{x-yi) + {3^' + y") (M^ + yf) + hi^ ~ yD) 

in der die f beliebige Funktionen sind und i die imaginäre 
Einheit ist. Sowohl der reelle als der imaginäre Teil genügt 
für sich der Differentialgleichung, wovon man sich durch Aus- 
führung der Differentiationen zu überzeugen verm^. Mit der 
allgemeinen Lösung ist aber wegen der Schwierigkeit, sie den 
Grenz bedingungen anzupassen, nicht viel anzufangen. 

Ehe ich ein besonderes Beispiel durchrechne, muß ich 
noch auf die Frage zurückkommen, was bei einer bestimmten 
Wahl der Span nungsf unk tion aus der Hanptspannung ff, wird. 
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Aus den beiden ersten der Qleichungea (27) erlült man durch 
Addition unter Berficksichtigang des liier zutreffenden Wertes ifc 



"woraus für e folgt 

-^ (* + =*-')• 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die dritte der Gleichungen 
(27) findet man 

tf, = "-^±^ + '^±^ 2Gft (54) 

oder auch, mit Bücksielit auf die QleicliimgeD (49) 

Hiernach ist tf, eine Funktion von x und y und im all- 
gemeinen für verschiedene Punkte der Scheibe von ver- 
schiedener Größe. Um den Formänderungs- und Spannuugs- 
zustand, der hier vorausgesetzt war, genan zu verwirklichen, 
muß man daher an den beiden Endquerschnitten des in der 
Richtung der Z^ Achse weit ausgedehnten Körpers, von dem 
die Scheibe als ein Längenelement entnommen war, Normal- 
Spannungen 0, als äußere Kräfte anbringen, die sich in der 
durch Gl. (55) angegebenen Weise über die Querschnitt sflächen 
verteilen. ^ ^ 

Nur in dem besonderen Falle, daß -,;-; +--,-, und hiermit 
auch 0^ -|- gleich einer Eonstanten ist, kann ff, durch passende 
Bestimmung von k äberall zu Null gemacht werden. Dann 
entfällt die Anbringung von Lasten an den Endquerechnitten 
und die Lösung ist auch für eine beliebige Länge des Körpers 
in der Richtung der ^ Achse und ffir alle Scheiben, die man 
aus ihm entnehmen kann, genau richtig. Freilich bandelt es 
sich dann um einen schon recht eng spezialisierten Fall, der 
nicht häufig vorkommt und bei beliebiger Gestalt und Be- 
lastung der Scheibe am Umfange nicht zu verwerten ist. 
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Ein Beiapiel flir diesen besonderen Fall bildet die schon 
im dritten Bande in § 56 behandelte Beanspruchung von dick- 
wandigen Köhren durch einen inneren oder äußeren Überdruck. 
In der Tat war damals schon an Stelle der ganzen Rohre nur 
eine Scheibe, behandelt worden und die Aufgabe fallt voll- 
ständig in den Ejeis der hier angestellten allgemeinen Be- 
trachtungen. Der Vergleich mit den hier gegebenen Ab- 
leitungen wird nur dadurch ein wenig erschwert, daß dort 
Folarkoordinaten zur Darstellung des Spannungszustandes ver- 
wendet wurden, während sich die Formeln hier auf recht- 
winklige Koordinaten beziehen. Die SpaDnungsfläche wird 
natürlich in diesem Falle zu einer TTmdrebungsääche und die 
Spannnngsfunktion F für einen im Abstände r vom Mittel- 
punkte gelegenen Punkt berechnet sich zu 

wie hier nebenbei bemerkt werden möge. Wichtiger ist da- 
gegen die Bemerkung, daß nach den GL (319) des dritten 
Bandes 

2o' 

also gleich einer Eonstanten gefunden wird, was mit der vor- 
her geforderten Bedingung, daß a^ -f- ^^ eine Eonstante sein 
sollte, sachlich Übereinstimmt. Daraus ergibt sich, daß die 
fttr die dickwandigen Röhren gegebene Lösung in der Tat für 
beliebige Rohr^gen anwendbar bleibt, ohne duß Spannungen 
0, in den Endquerschnitten angebracht werden müßten. 

Bei anderen .Belastungszuständen freilich, z. B. im Falle 
einer Staumauer ist nicht zu erwarten, daß 6^ + zu einer 
Eonstanten würde. Wenn man dann trotzdem ohne Rücksicht 
auf die Verhältnisse an den Endquerachnitten das hier be^ 
sprochene Verfahren zur Untersuchung des Spann ungszuatandea 
verwenden will, begeht man von vornherein eine üngenauigbeit 
Diese ist aber in der Regel auch nicht höher einzuschätzen, 
als jene, die man ohnehin zu begehen gezwungen ist, indem 
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iman das Hookesclie Elastizitätsgesetz zugrunde legt. Es ist 
daher keineBwegs aas geschlossen, daß man auf diesem Wege 
zu praktisch verwertbaren Ei^ebnissen gelangt, die der Wahr- 
heit immerhin erheblich imher kommen, als jene, die sich aus 
der elementaren, nach manchen Richtungen hin recht iin- 
'zuverlässigen Theorie dieser Staamauem ergeben. 



§ 9. Der SpannangaBustand von Soheiben. 

Im Gegensatze zu den Entvrickelai^^ea des vorigen Para- 
graphen setaen wir hier Toraus, daß der scheibenförmige 
Körper für sich selbständig ist und daher in seiner elastischen 
Formänderung in der Richtung senkrecht zur Scheibenfläche 
nicht durch angrenzende Teile behindert oder beeinflußt werden 
kuin. Ferner nehmen wir an, daß alle Lasten, die am Rande 
der Scheibe als Oberflächenkräfte angreifen, ebenso wie die 
etwa noch zu berücksichtigenden Massenkräfte als in der zur 
Xr"- Ebene gewählten Mittelfläche der. Scheibe wirkend mi- 
gesehen werden können. Die in der Richtung der Z-Achse 
gemessene Dicke h der Scheibe muß, damit der Körper Ober- 
haupt als Scheibe bezeichnet werden kann, als klein gegen- 
über den Abmessungen des Körpers in der Mittelebene be- 
trachtet werden. In erster Linie wollen wir annehmen, da& 
die Dicke k konstant ist. Im anderen Falle, wenn nämlich h 
als eine gegebene Funktion von x und y betrachtet wird, wie 
es bei manchen Anwendungen der Theorie nötig ist, wird die 
Aufgabe der Spannungsermittelung bei gegebenen Lasten im 
allgemeinen erheblich schwieriger. 

Auch bei den Scheiben von konstanter Dicke, um 
die es sich zunächst handelt, unterscheidet sich die Unter- 
Buchung Ton der im vorigen Paragraphen durchgeführten 
dadurch, daß jetzt keine rein ebene Formändecong voraus- 
gesetzt zu werden braucht. Vielmehr können und werden im 
allgemeinen die beiden ebenen Begrenzungsflächen der Scheibe 
eine Krümmung erfahren, dadurch nämlich, daß die in der 
Richtung der Z-Achse gemessene Querdehnung, die durch die 
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in der Scheibenebene auftretenden Spatmimgen Iterrorgerufen 
wird, mit dem Orte veränderlich, d. li. eine Funktion von x 
und y ist. Bei den Betrachtungen deB TOri^n Par^rapben 
war die Beschränkung auf ebene Formänderungen wesentlich 
wegen des Zusammenhanges mit dem äbrigen Körper, aus dem 
die Scheibe entnommen war, während bier diese Rfioksicht 
wegfällt. Andererseits tritt dafBr hier die Vereinfachung ein, 
daß wir 0, von vornherein gleich Null setzen dürfen. 

Von der Mittelebene gilt jedoch auch hier, daß sie bei 
der Formändening eben bleiben muß und zwar, weil sie so- 
wohl hinsichtlich der Gestalt, als hinsichtlich der Belastung < 
des Körpers eine Symmetrieebene bildet. Im Qbrigen kann 
die Änderung, die die Dicke h bei der Formänderung erfährt, 
im Verhältnisse zu h selbst als sehr klein oder genau genug 
auch alB unendlich klein angesehen werden. Man darf nur nicht 
vei^eseen, daß dieses Verhältnis immerhin von derselben Größen- 
ordnung ist, wie die bezogenen Dehnungen in der Mittelebene. 

Bei den Scheiben haben wir es, seibat wenn die Dicke Ä 
veränderlich sein sollte — sofern nor A überall noch klein 
bleibt und auch keine plötzlichen Änderungen in der Dicke 
vorkommen — nur noch mit einem ebenen Spann ungszu stände 
zu tun. Man denke sich ein Scheibenelement durch vier zur 
Scheibenebeue senkrechte Ebenen abgegrenzt, die auf der Mittel- 
ebene ein Rechteck von den Eautenläagen dx und dy ein- 
schließen. Die Dicke h dieses Elements kann nach unseren 
Voraussetzungen als von derselben Größenordnung wie die 
Differentialien dx und dy angesehen werden. In einer der 
senkrecht zur X-Achse stehenden Schnittflächen vom Flächen- 
inhalte lidy werden Spannung^ 0, und t^^ übertragen, die 
sich über das Flächenelement gleichmäßig verteilen, so daß im 
ganzen eine Nonnalkraft von der Größe tsjidy und eine Schub- 
kraft T hdy an der Schnittfläche angreift. Setzt man zur 
Abkürzung 

s, = Äff,; Sy"Äff^; t-hx^^^ht^^, (56) 

so erhält man als Oletchgewichtsbedingnngen gegen Ver- 
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schieben in den Richtungen der X- und der J"- Achse die 
Gleichungen 



dsy , dt 
dy -^dx 



+ Ar=o 



(57) 



die auch fflr Scheiben von veränderlicher Dicke gelten. Kann 
die Massenkraft vernachlässigt, X und Y daher gleich Null 
gesetzt werden, so folgt daraus insbesondere noch, ähnlich wie 
bei der Untersuchung des vorigen Paragraphen, durch Eli- 
mination von t 

woraus femer, wenn man unter F eine „Spannungsfonktion" 
versteht, 

^^-B^" ^- Sx*' * - dx dy ^^^> 

folgt. Dagegen ist die Differentialgleichung, der die Funktion 
F gentigen muß, verschieden, je nachdem die Dicke h als 
konstant oder als veränderlich angesehen wird. 
Nach dem ElastizitÄtBgesetze hat man 

di-EV'-^"»)^ S^-WK^f-m"'}' By-^fx^G^'f 
DifFerentiiert man die erste dieser Gtleichungen zweimal nach y, 
die zweit« zweimal nach x und die dritte nach x und nach t/, 
worauf man die beiden ersten von der dritten subtrahiert, so 
erhält man dieDiSerentialgleichung, die zwischen den Spannm^s- 
komponenten wegen des Zusammenhanges der Spannni^en mit 
den Formänderungen erfüllt sein muß, nämlich 

BEs-i^.(".-Ä».)+IÄ{".-»«.)- («») 

Drückt man in dieser Gleichung die Spannungskomponenten 
in der Spannungsfunktion F aus, so erhält man die Differential- 
gleichung, der F genügen muß. Wenn keine Massenkraft 
wirkt, erhält man durch Einsetzen aus den Gleichungen (59) 
und (56) 
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G axSy U »«3^ "'" 0y* U 3y' «ft 3«'/ 

Für Scheiben von veriuiderlicher Dicke, bei denen h irgend 
eine gegebene Funktion von x und y ist, bat man es daher 
rbit einer sehr verwickelten Differentialgleicbung t&i die 
Spannangefunktion zn tun. Wenn dagegen h konstant ist, 
fallt es ganz aus der Gleichung fort und init Räcksicht auf 
die Beziehung 

r- ""^ 

vereinfacht sich die Gleichung za 



dx* '^^d'x'dy^'^ dy' 



= 0. 



Diese Btimmt genau mit der Gleichung (53) für die Spannung»- 
fonktion im vorigen Paragraphen Oberein. Jede Lösung, die 
unter den im vorigen Paragraphen angenommenen Voraus- 
setzungen gefunden wird, läßt sich daher ohne weiteres auch 
auf die hier behandelten Scheiben übertragen. Der ganze 
Unterschied zwischen beiden FäUen besteht in der Tat nur 
darin, daß dort Spannungen 0, auftreten mußten, die die rein 
ebene Formänderung aufrecht erhielten, während hier einer an 
den verschiedenen Stellen verschieden großen Dehnung in. der 
Richtung der X-Achse nichts im Wege steht, so daß die 
Xormalspannungen ö, entbehrlich werden. 

§ 10. Behandlung eines Beispiel«. 
Sin Balken sei, wie in Abb. 8 angegeben, einer gleich- 
mäßig über die ganze Länge verteilten Belastung ausgesetzt 
und an beiden Enden unterstützt. Da die senkrecht zur 
Zeichenebene gemessene Dicke des Balkens klein ist gegen die 
Spannweite, genügt es, sich den Balken als eine dünne Scheibe 
voranstellen. Das Eigengewicht des Balkens kann gegenüber 
der Last die es trägt, vernachlässigt oder auch in jene mit 
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«mgereclmet werden. Wir legen eine X-Achae in horizontaler 
Richtung und in halber Höhe des BaUcena, während die Y"-Achse 
durch die Mitte der Spannweite geht. (Siehe Abb. 8.) , 



Als Grenzbedingungen aind hier TOrgesehrieben, zunächst 
daß für y — + o fiberall r^^ zu Null werden muß, femer daß 
c^ fiir y = — a zu Null und für y = -J- a zu— j> werden maß, wenn 
man unter p den von der gegebenen Belastung unmittelbar hervor- 
gebrachten Druck auf die Oberseite des Balkens versteh^ An den 
beiden Enden des Balkens ireilicb können wir die Grenzbeding- 
ui^en nicht streng erfüllen, schon deshalb weil nicht genau 
hekannt ist, wie aich der Auflagerdmck an den ünteratützunga- 
stellen verteilt. Infolgedessen können wir auch nicht erwarten, daß 
unsere Lösung noch in der Nähe der Auflager zutreffe. Fflr 
die weiter vom Auflager entfernten Stellen macht ea dag^en 
nichta aus, wie aich der Auflagerdruck im einzelnen überträgt; 
es genfigt daher, wenn wir nur dafür sorgen, daß am Balken- 
ende Kräfte in beliebiger Verteilung übertragen werden, die 
einer durch den Stützpunkt gehenden Einzelkraft von der 
Größe der halben Last des Balkens statisch gleichwertig sind. 

Die Spannungsfunktion F, die sowohl der DifPerential- 
gleichung (53) als auch den angegebenen Grenzbedingungen 
genügt, lautet 

^ - jM T (»■ - 3«-!( - 2a-) - 5^ (j- + 5i' - 2»') ) . (62) 

Fttppl. EUiliziUlUthearle. 6 
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um sieh dsTon zn überzengen, bilde man zunächst die 
Differentialquotienten von F, nämlich 

'■ - aF ~ ^ (^'^'' - 2/ - 3jl' + 5 a'y) (63) 

Hiernach ist zunächst die Di£fereiitialgleichang für F, 
nämlich 



^+! 



dx'dy* "^ ay* 



erfüllt. Es handelt sich also nur noch um den Nachweis, da& 
die Grenzbedinguugen befriedigt werden. Für y = + a wird 
aber, wie verlangt, x^^ zu Null, ebenso ö^ für y^ — a, während 
ffj, für y = + a den verlangten Wert — p annimmt. An den 
beiden Endquerschnitten des Balkens für X '— -i^l wird 

Das ist zwar nicht gleich Null; aber diese Normalspannungen 
in den Endquerschnitten führen, was allein verlangt werden 
sollte, weder zn einer Resultierenden, noch zu einem resul- 
tierenden Momente, sondern sie bilden ein über den Eadquer- 
schnitt verteiltes ßleichgewichtssystem von Lasten, das nur in 
der Nähe des Auflagers, aber nicht in den weiter davon ent- 
fernten Teilen des Balkens Spannungen von merklicher GlrÖße 
zur Folge haben kann. Bildet man nämlich für diese Span- 
nungen in den Endquerschnitten 



Je^dy und Ja^ydy, 



so findet man, wie die einfache Ausrechnung lehrt, daß beide 
Summen zu Null werden, womit die vorhergehende Behauptung 
bestätigt wird. 
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Die SchubepamiuDgen in den Endqaerschiiitteii liefern 
dagegen eine Resultierende, die eich (unter h die Balkendicke 
Terstanden) nach Gl. (65) zu 

* /'„''» - - 4 "/(ä»" - 3a')dy - hpl 

berechnet. Das ist aber, wie es sein muß, die Biilfte der 
ganzen Last, die der Balken aufzunehmen hat. 

Hiermit ist der Beweis für die Richtigkeit der in Gl, (62) 
gegebenen Löeung imter den näher bezeichneten VorausBetzungen 
geliefert. Wegen der Abweichungen der Grenzbedingungen an 
den Enden von den dort tatsächlich bestehenden Verhältnissen 
darf man die aufgestellten Formeln freilich nur fQr solche 
Stellen des Balkens benntzen, die von den Endqnerachnitten 
genügend weit entfernt sind. Man darf annehmen, daß bei 
einem Abstände von den Enden, der gleich dem Doppelten der 
Baibenhöhe (also gleich 4a) ist, keine merkliche Abweichung 
zwischen den Angaben der Formeln und dem tatsächlichen 
Spannungszustande mehr zu erwarten ist. Um dies experi- 
mentell nachzuweisen, hat Herr Professor Mesnager in Paris 
Glasscheiben von entsprechender Gestalt und Belastung einer 
optischen Untersuchung des Spannungszustandes unterzogen, 
wobei er von der Eigenschaft des Glases Gebrauch machte, 
durch den Spannungsznstsnd doppelbrechend zu werden. Die 
Beobachtung bestätigte die theoretisch gezogenen Schlüsse für 
die von den Endquerschnitten weit geuug abliegenden Stellen 
und zeigte, dafi die Formeln bei einem Abstände, der das 
Doppelte der Balkenhöhe ausmacht, schon als hinlänglich ge- 
nau richtig betrachtet werden können. 

Die Verteilung der I^ormalspannungeu ö^ über den Quer- 
schnitt des Balkens befolgt bei der hier angenommenen Be- 
lastungs weise, wie aus Gl. (63) hervorgeht, nicht das einfache 
Gradliniengesetz, das man bei technischen Berechnungen stets 
zu Grunde legt, wie nun auch die Belastung des Balkens zu- 
sammengesetzt sein möge. Man sieht aber auch, daß die Ab- 
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■weichnng Tom Gradlimengesetze, d. h. von der Proportionalität 
mit y nicht sehr eihebUcIi ist. Im mitÜerec Querschnitte des 
Balkens, in dem die größten Spsnumigen <f^ anftreteo, hat man 

«.-.f,(-2!r'-3P + !<.■),. 

In der Klammer ist aber das Glied 31* weitaus das grdSte. 
Selbst wenn l nur gleich 5a angenommen wird, überwiegt das 
Glied 31* weitaus die beiden übrigen, da y nicht größer als a 
werden kann. Von y =- bis zu y — a wächst der Wert in 
der Klammer dem Absolutbetrage nach für l = ba nar um 
2,7 Prozent an. Diese Veränderlichkeit ist so geringfügig, 
daß man mit genügender Annäherung den Elammerwert als 
konstant betrachten, d. b. die Yerteilung der Normalspannongen 
nach dem Gradliniengesetze annehmen kann. 

Immerhin lehrt uns diese Betrachtung, daß die 
Proportionalität der Spannungen mit den Abständen 
von der Nullinie bei beliebiger Belastung des Bal- 
kens nicht genan erfüllt ist, und daß daher bei Fällen, 
die von den gewöhnlich vorkommenden hinsichtlich 
der Art der Belastung, der Gestalt des Balkens und 
der Art der Stützung erheblich abweichen auch entr 
sprechend große Abweichungen yom Gradlinien- 
gesetze der Spannungsverteilung möglich sind. So 
ist die gewöhnliche Berechnung der Stau- und Stützmauern, 
die auf der Annahme des Gradliniengeaetzes für die horizontalen 
Fugen beruht, durchaus willkürlich und wahrscheinlich sehr 
ungenau und unzuverlässig. Eine bessere Lösung fehlt zwar 
bis jetzt noch; doch läßt sich annehmen, daß es keine allzu- 
groBen Schwierigkeiten verursachen kann, eine solche nach den 
Lehren der vorhergehenden Paragraphen aufzusuchen. Auch 
experimentell ließe sich nach der optischen Methode wohl eine 
praktisch brauchbare Lösung finden, die mehr Zutrauen ver- 
dient, als die jetzt angewendete. Nachdem die Aufmerksamkeit 
weiterer Kreise, namentlich in England im Laufe des letzten 
Jahres auf die wichtige Frage der genaueren Berechnung der 
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Staumauern gelenkt worden ist, darf man wobl annehmen^ 
daß diese Frage in den nächsten Jahren in befriedigender 
Weise gelöst werden wird, 

Anmerkung. Die in diesem Paragraphen als Beispiel vor- 
geführte Lösung hat Professor Meanager im Jahre 1901 gegeben, 
wenn auch ohne Benutzung des Begriffes der Spann ungsfimktion. 
Mit Benutzung der Spannungsfunktion kommt die Lösung neben 
einer größeren Zahl anderer in der beachtenswerten Göttin ger 
Dissertation von A.Timpe, 1905 vor. In der Timpeschen Abhand- 
lung ist übrigens gerade an dieser Stelle ein unbedeutender Fehler zu 
verbessern, wie aus dem Vergleiche mit dem in Gl. (62) richtig 
angegebenen Werte der SpanEungsfunktion hervorgeht. 

§ 11. O-leichungeD för die Spannungsfonktion 
in Folar-EooTdinaten. 

In vielen Fällen ist es zweckmäßiger, mit Folarkoordi- 
naten r, (p zu rechnen und daher sowohl die Spannungsfonktion 
als die Spannungskomponenten in diesen Polarkoordinaten 
au^udrücken. Ea soll daher hier noch gezeigt werden, wie 
man die Umrechnung von den rechtwinkligen Koordinaten auf 
die Polarkoordinaten vornehmen kann und welche Form die 
wichtigsten Gleichungen der vorigen Par^raphen in dieser 
Ausdmcksweise annehmen. 

Zur Kennzeichnung deB Spannnngszustandes an einer 
Stelle r, (p der Scheibe benutzen wir die an dem Elemente in 
Abb. 9 angreifenden Normalspannungen ff, und ff, und die 
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Schub Spannung r^, oder kürzer t. Die Produkte dieser Span- 
Dungskomponenten mit der Scheibendicke h bezeichjien win 
ähnlich wie im § 9 mit s^ s, nnd t. Es &agt sich zuniUdist, 
wie sich diese Komponenten in der Spannungsfonktion F ans- 
drUcken lassen. Hierzu beachte man, da£ bei der frQheren 
Darstellungsweise die Koordinatenachsen X Y beliebig gerichtet 
sein durften. Denken wir uns daher jetzt außerdem noch eine 
X-Achse in der Richtung ip und eine Y-Achse senkrecht dazu 
gelegt, so stimmen die Spannungskomponenten s^ s, und t ge- 
nau überein mit jenen, die wir ft^her unter der Bezeichnung 
«af ^y °od ( Terwendeten, Entsprechend den Gleichungen (59) 
können wir daher in leicht verständlicher Bezeichnung vor^nfig 
setzen _ d*F d'F , _ d'F 

'■ 3t'~' ' 3r' ' Sr'dt 

Nun ist aber F jetzt als eine Funktion Ton r und <p xa 
betrachten. Eine partielle Differentiation nach r in den vor- 
stehenden Gleichungen hat den Sinn, dafi an der Richtung t, 
d. h. am Winkel tp nichts geändert werden soll. Daher kann 
der Auedruck für s, unmittelbar so übernommen werden, wie 
er schon angegeben wurde. Di^egen muß noch klar gestellt 
werden, was aus den Differentiationen nach t wird. Nach dem 
Sinne, in dem diese Bezeichnung gebraucht wurde, ist unter 
eiF/ct ■ dt die Änderung zu verstehen, die F erfährt, wenn 
man in der tangentialen Richtung um ein Längenelement dt 
weiter geht. Hierbei ändert sich der Winkel ip um d(p, so 
daB dt — rdip ist und dieselbe Änderung von F kann auch 
durch -X — dip ausgedrückt werden. Daher hat man 

Um die zweiten Differentialquotienten ineinander ausdrücken 
zu können, müssen wir dagegen die Änderui^, die F bei einem 
Fortschreiten um dt in tangentialer Richtung erfährt, bis auf 
Größen, die von der zweiten Ordnung unendlich klein sind, 
berechnen. Dann ändert sich F nach dem Tayloi'scheu 
Satze um ^F ^t , 1 j.i^^F 



3vGooglc 



/'\ä 



§ 11. Gleichungen für die SpMinuiigsftiiiktion in Polar-Koordinaten. 71 

Um dieselbe Änderung iu den DiSereotUlquotienten nach 
r und 9) darzustellen, haben wir zu beachten, daß einem Fort- 
scbreiten iu tangentialer Richtung um dt nicht nur eine 
Winkeländerung dip sondern zugleich auch eine Audernng von 
r entspricht, die bis auf GroBen zweiter Ordnung genau 

dip — - dt und dr = -- dt' 

eind (vgl. Abb. 10). Hiemach stellt sieh die vorher besprochene 
Änderung TOn F auf 

Der Vergleich bei- 
der Ausdrücke führt, 
soweit es sich um die 

Glieder von der ersten 
Ordnung handelt, wieder 
zu der vorher schon 
festgestellten Beziehung 
zwischen den ersten ''^'\ 

Diiferentialquotienten. /' i ^ 

Aus dem Vergleiche der ■*■*'''■ ^''■ 

von der zweiten Ord- 
nung kleinen Glieder folgt dagegen 

l'F 1_ 3'_F 1 dF 
g"t' "" r* 'd<f' + r ~dr ' 

Für den Differentialquotienten d'F/Srdt läßt sieh die Be- 
trachtung ebenso durchführen und im ganzen erhält man ftir 
die Spannungakomponenten 

l d'F , 1 dF d'F , 9/1 dF\ ,ß„, 

' r' dip r er ' ' er' ' drXrBip/ ^ ' 

Wie wir nun auch F als Funktion von r und qc wählen 
mögen, jedenfalls gelangen wir nach diesen Formeln zu einem 
Spannungazustande, der die Gleichgewichtsbedingungen an jedem 
Scheibenelement befriedigt, vorausgesetzt, daß die Massenkraft 
vernachlässigt werden darf. Wegen des Zusammenhanges 
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zwischen dem Spannirngszuatande und der Formändenmg muß 
aber, wie wir froher fanden, F einer partiellen Differential- 
gleicbimg vierter Ordnung genügen, die wir jetzt eben&lls in 
Polarkoordinaten umzuBchreiben haben. Aus den vorbeigehen- 
den Betrachtungen ergibt sich schon, daß der DiSerential- 
operator 

in Polarkoordinaten ausgedruckt wird durch 

und für Scheiben von überall gleicher Dicke l&ntet daher die 
Differentialgleichung, der F genügen muß 

Diese Gleichung ist erheblich verwickelter als die ihr bei 
der Benutzung rechtwinkliger Koordinaten entsprechende, ao 
daß im allgemeinen Falle die frühere Darstellung den Vorzug 
verdient. Anders wird es aber, wenn dnrdi Symmetrieeigen- 
sohaften, wie sie bei Aufgaben der Praxis öfters vorkommen, 
Vereinfachungen herbeigeführt werden. Der einfachste Fall, 
der in dieser Hinsicht möglich ist, besteht darin, daß die 
Spannnngsääche zu einer Umdrehungsfläche, d. h. F unabhängig 
von ip wird. In diesem Falle vereinfacht sich Gl. (67) zu 

Die allgemeine Lösung dieser totalen Differentialgleichung 
kann leicht ermittelt werden^ sie lautet, wovon man sich durch 
Einsetzen auch nachtr^Iich sofort überzeugen kann, 

■F=Co+c.lg'- + <^'^ + h^'^^r, (69) 

worin die c die vier willkürlichen Int^rationskonstanten sind. 
Dieser Spannungsfunktion entsprechen nach den Gleichungen 
(66) die Spannungskomponenten 
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4 -^T - 2*^ + c, + ^i + 2c„lgi-| 
: ^^ = 2(^ + 3^3 - ^ + 2c,lgr ■ 



(70) 



(=0 



= sind s, and s, oder die aus ihnen durch 
Division mit h hervorgehenden Spannungskomponenteu e^ und 
e, fiberaJl Hauptspannungen, was ja auch bei einer ringsom 
symmetrischen Spannungsfanktion von vornherein zu erwarten 
war. — Die gefundene Lösung umfaßt nun noch verschiedene 
Fälle, die in der Folge einzeln besprochen werden sollen. 



§ 12. Die reine Biegung des krummen Stabes. 

Ein Stab von starker Krümmung sei in der Richtung 
senkrecht zur Krümmungsebene ziemlich dünn, so daß er ge- 
nau genug als eine Scheibe und zwar von konstanter Diche 
aufgefaßt werden kann. 
An den beiden Endqner- 
schnitten sei er, wie in Ab- 
bildung 11 angedeutet, 
durch Momente M bean- \ * / / 

spnicht, während sonst \ \ , / 

keine äußeren Kräfte auf \ '; ,' / 

ihn einwirken. Der Span- \ '; ,' / 

nungszustand, der hier- *^ 

durch in der Scheibe her- ^ 

vorgerufen wird, ist in *^'' "' 

dem durch die Gleichungen (69) und (70) beschriebenen mit 
enthalten. Das geht nämlich daraus hervor, daß man diese 
Lösung den im vorliegenden Falle gegebenen Grenzbedingungen 
vollständig anzupassen vermag. 

Zunächst ist nämlich nach der dritten der Gleichungen 
(70) die Schnbspannung an allen Umrißlinien des Ringsektors 
gleich Null. Damit auch s^ an den beiden kreisförmigen Be- 
grenzungslinien, also für r = o und für r—h verschwindet, 
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müssen die Konstanten c den Bedingungegleichongen 

2fs + C8 + J. + 2cslga = 



(71) 
2c, + cj+'^'i + 2c,lgft = f 

genügen. Die Konstanten c sind damit bis auf eine, Über die 
noch weiter verfögt werden kuin, bestimm! 

An den radialen BegrenznngsÖäehen sind äußere Erafte 
anzubringen, die dem för s, aufgestellten Ausdrucke ent- 
sprechen. Man überzei^ sich leicht, daß sich diese Kräfte 
für einen Endquerscbnitt zu einem Kriiftepaar zusammenfassen 
lassen. Bildet man nämlich 

so erkennt man, daß mit der Erfüllung der Crleiohungen (71) 
von eelbefc auch 



/v 



wird, womit die Behauptung bewiesen ist. Damit das Eräfte- 
paar den verlangten Wert M annimmt, brauchen wir die Kon- 
stanten c nur noch der weiteren BedingungagleJehuDg zu unter- 
werfen 



/v 



Jf= Is.rd; 



Durch Einsetzen des Wertes von s, aus (70) und Aus- 
führung der Integration geht dies über in 

if - fe + .,) (6- -«■)-«, (IgS - lg«) 

+ c,(mgh-anga). ^ ' 

Löst man die Gleiclimigen (71) und (73) nach den XonEtanten 
c auf, so erhält man 



„Google 



> Biegung des krammen Stabes. 
*„'6'lgl 



(^ = — M- 



(73) 



Die SpaunungekomponeDten s^ und s, endlich findet man 
nach den Gleichungen (70) durch Einsetzen dieser Werte za 



4 üf I it> o » 1 r 19 1 6 a'6', { 



',(74) 



Trenn mit Ä' zur AbkQrzimg der schon bei den vorhei^ehenden 
Gleichongen vorkommende gemeinschaftliche Nenner 



N={P- ay - 4a«&*(lg-^)' 



bezeichnet vird. Für die beiden Kantenspannnngen, nämlich 
für die Spannungen s, an den Stellen r = a und r = h erhält 



«,„=*-#(*■ 
w. 



-TT' 



S'- 






(75) 



Für den Fall, daß sich die beiden Radien nicht viel von- 
einander unterscheiden, etwa um einen Betr^ d, der klein ist 
gegen a, kann man den Logarithmus auch noch in eine 
schnell konvergierende Reihe entwickeln, nämlich 



l8|-lg(l + l).-f 



Für die Kantenspannungen erhält man dann unter Ver- 
nachlässigung der Gheder von der Ordnung -^ in der Klammer 
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Zugleich kann aber N bis auf Glieder von derBelben Ordnuag 
genau entwickelt werden zu 

80 daß man als Käherungswerte für die Kantenspannungen 



, , M '('-tu) 



(77) 



erhält. YemachläBsigt man hierin anch noch die mit d/a be- 
hafteten Glieder, bo kommt man auf die gewöhnliche Formel 
für die Biegung eines geraden Stabes von rechteckigem Quer- 
sdinitt. 

In der zweiten Auflage des dritten Bandes hatte ich in 
§ 70a unter dem Titel „Der Spannungszustand eines gekrümmten 
Stabes nach der streiken Elastizitätslehre" einen kürzeren Ab- 
riß der Untersuchung gegeben, die Herr Prandtl über die 
reine Biegung des krummen Stabes von rechteckigem Quer- 
schnitte angestellt hatte. Jene Betrachtung beruhte auf der 
Aufstellnng der Differentialgleichungen für die Formänderungen, 
während hier zur Ahleitimg desselben Endresultates die Methode 
der Spannungsfimktion verwendet wurde. 

Die Lösung gilt übrigens streng nur innerhalb eines sehr 
engen Bereiches. Zutschst nämlich ist die Summe s^ -\- s„ wie 
man aus den Gleichungen (74) erkennt, keine Konstante, son- 
dern veränderlich mit r. In diesem Falle ist also, wie in § 8 
in den auf Gl. (55) folgenden Bemerkungen auseinandergesetzt 
wurde, die Lösung nicht genau auf einen Stab von beliebiger 
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Dicke in der Richtung senkrecht zur Scheibenebene anwendbar, 
sondern sie kann dafQr nur als näherungsweise gültig betrachtet 
werden. 

Ferner ist anch die Bedingung sehr wesentlich, daß der 
Querschnitt rechteckig, also die Dicke h der Scheibe kon- 
stant aeiD soll. Denn nur unter dieser Voraussetzung bildet 
die Spannongsfunktion eine Lösung der einfachen Differential- 
gleichung, aus der wir sie abgeleitet haben, während sonst auf 
die verwickeitere Differenti^leichnng (61), die sich auch auf 
Polarkoordinaten umschreiben läßt, zurückgegriffen werden 
müßte. 

Endlich kommt bei einem stark gekrümmten Stabe in 
Betracht, daß seine Längsausdehnung nicht sehr viel größer 
sein kann, ala die Breite d, weil dies eben gerade dem Begriffe 
eines stark gekrümmten Stabes widersprechen würde. Daher 
liegen alle Teile des Stabes verhältnismäßig nahe bei den 
Endquerschnitten. Unter diesen Umständen ist es aber keines- 
wegs gleichgültig, wie sich das Moment M im einzelnen über 
den Endquerschnitt verteilt. Das heißt, man muß, wenn die 
Lösung als genau für die übrigen Querschnitte betrachtet 
werden soll, auch schon im Endquerschnitte jene Verteilung 
der äußeren Kraft verlangen, die aus der Formel für s, hervor- 



Daher kann aus der hier wiedergegebenen Theorie 
keineswegs eine Stütze für die heute bei technischen 
Festigkeitsberechnungen so häufig z« Grande gelegte 
Annahme hergeleitet werden, daß die Querschnitte bei 
der reinen Biegung krummer Stabe unter allen Um- 
ständen eben bleiben. Für solche Fälle, wie sie z.B. 
bei der Berechnung eines Hakens vorliegen, vermag 
vielmehr die strenge Theorie bis heute überhaupt 
keine branchbare Unterlage zu schaffen. Man kann im 
Gegenteile nur sagen, daß die Annahme, die Querschnitte 
blieben eben, fast genau so willkürlich und gewagt ist, wie die 
andere Annahme, daß sich die Spannui^en nach einem Grad- 
liniengesetze über den Querschnitt verteilten. Die Ergebnisse 
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des Versuchs bilden in solcheo Fällen die einzige wirklich 
zuverläasige Erkenntnisquelle. 

Dagegen ist richtig, d&ß bei der reinen Biegung einer 
Scheibe von der Gestalt eines Bingsektors (Abb, 11) die Quer- 
schnitte eben bleiben, um dies zu beweisen, betrachte man 
die Ciestaltändernng des in Abb. 12 gezeichneten Scheiben- 
Q elementes. Da 0^ und 9^ Hauptspau- 

nungen waren, ändern sich die rechten 
Winkel an den vier Ecken des Ele- 
mente nicht. Dagegen ändern sich 
sowohl die Krümmungshalbmesser 
der Bogenelemeate A'B und CD, 
/^/ als auch der Winkel, den die Ver- 

/' 7'' bindnngslinien AC und B-D vor 

',' und nach der Formänderung mit- 

o' einander bilden, unser nächstes 

Abb. IS. Ziel soll darin bestehen, den Winkel 

d'^ zu berechnen, in den der Zentriwinkel A*f durch die Form- 
änderung übergeht. 

Die bezogenen Dehnungen e^ und e, in radialer und 
tangentialer Richtung gehen ans den Hauptspamiungen «^ und 
0j nach dem Elastizitätsgesetze hervor zu 



Die Strecke ACy die ursprünglich gleich är war, wird 
nachher gleich är (1 -f e^) und die Strecke AS, die gleich rd^l 
war, wird zu rd*f{\. -|- «,). Der Unterschied zwischen den 
Längen CD und AB wird daher nach der Formänderung zu 

||r<i9(l + ,,)|.dr. 

Andererseits kann dieser Unterschied auch gleich dem 
neaen Werte des Zentriwinkels di/» mal der neuen Länge der 
Strecke ÄC gesetzt werden. Dadurch erhalten wir zur Berech- 
nung von d^ die Gleichung 

(Zr(l -^ t^)d^ = d(p^ (r -|- re^dr. 



Dig,l,z.dby Google 
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Daraus wird zunächst durch einfache Umformungen 



dii) = «^ ^ 



dT 



Nun sind die s kleine Zahlen. Würden wir sie ganz 
vernachlässigen, so erhielten wir d^ = dtp, was ja auch in 
erster Annäherung richtig ist: Wir wollen aber gerade den 
gerii^eu Unterschied zwischen dii> und dif> feststellen, müssen 
daher die Glieder von der Ordnung der c beibehalten. Da- 
gegen macht es nichts aus, wenn wir Glieder von der Ordnung 
£* Temachlässigeti. Mit Rücksicht darauf läßt sich der vor- 
hergehende Ausdruck vereinfachen, indem man Zahler und 
Nenner mit (1 — t^ multipliziert und hierauf die Quadrate 
und Produkte der s streicht. Hierdurch erhält man 

dt = d<p{\^^,^-r^ -*,)■ 

Drücken wir hierauf die s in den Spannungen ts^ und ff, 
aus, 80 erhalten wir für die verhältoismäßige Änderung des 
Zentriwinkels 



(iifi — drp 



K":-'(».-o+'i.(.,-i.,))- 



In dieser Gleichong sind nun noch die Ausdrücke für die 
Spannungen ff,, und ff, einzusetzen, die sich aus s^ und s, durch 
Division mit der Seheibendieke Ä ergeben. Wir wollen diese 
aus den Gleichungen (70) entnehmen, indem wir uns vor- 
behalten, für die darin vorkommenden Eonstanten c nachträg- 
lich noch deren inzwischen ermittelten Werte einzusetzen. 
Dann geht die vorige Gleichung über in 



dtfi — dtp 



!«.%>■))■ 



Hierbei sind durch die Punkte ... die konstanten Glieder 
angedeutet, die bei der Differentiation nach r doch wieder 
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fortfallen. Die ireitere Ausrechnung liefert sofort das einiacbe 
Ergebnis 

NticlitFäglicLi kann man nun nocli den Wert der Kon- 
stanten Cj aus den Gleichungen (73) einsetzen. Hiermit ist 
das zunächst gesteckte Ziel erreicht. 

Kon ist aber in Gl. (78) die elastische Wiukeläuderuug 
d^ — dif als unabhängig von r erkannt. In Verbindung mit 
der weiteren Bedingung, daß sich die ursp ränglich rechten 
Winkel an den Ecken des Elements ABCD in Abb. 12 nicht 
ändern durften, folgt daraus, daß wir die Gestalt des Ring- 
sektors nach der Formänderung dadurch erhalten können, daß 
wir wiedemm einen Ringsektor zeichnen, dessen Zentriwinkel 
in dem durch Gl, (78) angegebenen Verhältnis ver^ößert ist, 
während jedem Radius r ein anderer Radius r' entspricht, 
30 daß 

r'd^ = rd(p (1 + «,} 

ist. Denn damit erreichen wir, daß jedes Scheiben dement 
ABCD in jene Gestalt übergeführt wird, die ihm, wie die 
vorhergehenden Betrachtungen lehren, nach der Formänderung 
zukommt. Die Querschnitte oder die auf der Scheibe 
in radialer Richtung gezogenen Linien bleiben daher 
bei der Formänderung eben oder gerade. 

In § 43 des dritten Bandes (3, Aufl.) war auf Grund der 
Voraussetzung, daß die Querschnitte bei der Biegnng eines 
stark gekrümmten Stabes eben blieben, die Folgerung ab- 
geleitet worden, daß sich die Verteilung der Biegungsspan- 
nungen (also der Spannungen a, nach der hier gebrauchten 
Bezeichnung) durch einen Hjberbelbogen darstellen lasse. Diese 
übliche Folgerung ist nun freilich, wie aus den genauen For- 
meln (74) für den Rii^sektor hervorgeht, nicht ganz richtig. 
Der Grund für die Abweichung liegt darin, daß bei der dort 
wiedei^egebenen elementaren Ableitung keine Rücksicht darauf 
genommen wurde, daß neben den Spannungen g, notwendig 
auch noch Spannungen ö^ vorkommen müssen, die ebenfalls 
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einen Einfluß auf die Formänderung ausüben. Will man auf 
Gnmd der Voi-auasetzung, daß die QuerscÜniUe bei der Biegung 
unter allen Umsülnden eben blieben, tvirblicb streng weiter 
reebnen, so darf man den EinöuB der Spannungen u^ auf die 
Formänderung nicbt vemacblässigen. In der Tat iet aber, 
wie hinzugefügt werden muß, der Untersebied zwischen der 
genauen Formel für u, in GL (74) und der üblichen Annahme 
des hyperbolischen Oesetzes für die Spannungsverteilung nur 
gering. Wer es für angemesBen hält, bei der Berechnung Ton 
Haken usf. die Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte 
zu Grunde zu legen, braucht, sich daher durch den Einwand, 
daß eigentlich auch die Spannungen o,. zu berücksichtigen 
seien, nicbt stören zu lassen. Der Fehler, der durch deren Ver- 
nachlässigung begangen wird, kommt gegenüber der von 
vornherein ganz unsicheren Bicchnungsgrundlage überhaupt nicht 
in Betracht. 

Bei den Rechnungen dieses Paragraphen wurde nur der 
Fall behandelt, daß die gekrümmten Seitenflächen des Ring- 
sektors frei Ton Lasten sein sollten. Man kann aber die am 
Ende des vorhergehenden Part^raphen gegebene allgemeinere 
Lösung durch eine andere Bestimmung der Eonstanten c eben- 
sogut auch dem Falle anpassen, daß der Ringsektor etwa auf 
der äußeren bogenförmigen Begrenzung einer gleichförmig 
verteilten, in radialer Richtung gehenden Belastung ausgesetzt 
ist. Die Bedingungen an den Endquerschnitten sind dann auch 
entsprechend zu ändern, so daß die dort übertragenen Kräfte 
mit den angegebeaen Lasten im Gleichgewichte stehen. Es ist 
aber jetzt nicht nötig, darauf weiter einzugehen. 

§ 13. Der volle Eing. 

Wir wollen jetzt femer die in den Gleichungen (69) und 
(70) gegebene Lösung auf den Fall übertragen, daß die Scheibe 
einen von zwei konzentrischen Kreisen gebildeten geschlossenen 
Ring bildet. Den Grenzbedingungen genügen wir dann durch 
die Annahme, daß die innere und äußere Grenze einer ringsum 
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konstanten Belastung in radialer Richtang angesetzt ist. Da 
diese Belaatuiig nur in einem Drucke bestehen kann, der mit 
Pg und j»j bezeichnet werden soll, haben wir 

(s,),..--p.; (s,),.,--p, (79) 

ZU setzen. Durch diese beiden Bedingungen lassen sich aber 
die drei in den Gleichungen (70) vorkommenden willkürlichen 
Eonatanten c nicht völlig bestimmen. 

In der Tat kommt aber hier auch noch eine neue Be- 
dingung hinzu, nämlich die, daß bei der Formänderung jeder 
aus dem Ringmittelpunkte gezogene Kreis wieder in einen 
geschlossenen Kreis übersehen muß. Eine Änderung des 
Zentriwinkels, wie sie bei dem Ringsektor möglich war, ist 
hier ausgeschlossen. Da bei der Untersuchung der elastischen 
Formänderung im vorigen Paragraphen, die zur Ableitung von 
Gl. (78) führte, die Konstanten e unmittelbar ans der auch 
hier zu Grunde liegenden Gl. (70) Übernommen waren, ohne 
Bücksicht auf die den einzelnen Belastungafällen entsprechenden 
besonderen Werte dieser Konstanten, können wir Gl. (78) zur 
Verwertung der Bedingung, der die Formänderung in dem 
jetzt vorliegenden Falle unterworfen ist, ohne weiteres benutzen. 
Damit keine Änderung des Zentriwinkels eintritt, muß man 
nach Gl. (78) 

setzen. Für die beiden anderen Konstanten erhält man dann 
durch Auflösen der Gleichungen (79) 



= 6.--«->(i'6-i>J; <^ = 



2(&«-a') ', 



womit die Gleichungen (70) für den hier vorliegenden Fall 
übergehen in 

*■■""" r'{b*-a') - - I 

Setzt man hierin nachträglich noch p^ = und Schreibt 
an Stelle von p^ einfacher p, ao kommt man damit wieder 
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auf die Bchon im dritten Bande für die dickrraDdif^en Röhren 
abgeleiteten Formeln (219). 

Ans den Gleichungen (80) erhält mau femer 

,, + ,,_ 2 5^|-t-^> 

also eine Konstante. Das ist aber, worauf schon in § 8 hin- 
gewiesen war, die Bedingung dafür, daß die Länge des Körpers 
in der Richtung senkrecht zur Scheibenebene gleichgültig ist, ao 
daß die Lösnng von der Scheibe unmittelbar nnd zwar genau 
auch auf eine beliebig lange Bohre übertragen werden kann. 



§ 14. Daa Binggeeohüts. 

Hier schalte ich einen Paragraphen ein, der eine wichtige 
praktische Anwendung der vorher vorgetragenen Theorie bildet 
und den ich aus diesem Grunde in die beiden ersten Auflagen 
des dritten Bandes aufgenommen, in der dritten Auflage aber 
wegen Platzmangels weggelassen hatte, so daß er jetzt nach- 
getr^en werden muß. Der Paragraph kann auch ohne Be- 
zugnahme auf das Vorhergehende im Anschlüsse an § 56 der 
dritten Auflage des dritten Bandes gelesen werden und schließt 
sich in der Art der Behandlung an die soeben genannte Stelle an. 

Wenn ein Gefäß einem sehr hohen inneren Überdrucke 
ausgesetzt ist, wie z. B, ein Geschützlauf oder der Zylinder 
einer hydraulichen Presse, nützt die Vergrößerung der Wand- 
stärke schließlich nicht mehr viel, da sich die außen hinzu- 
kommen den Schichten viel weniger an der Aufnahme der 
Spannungen beteiligen, als die inneren, die dadurch entlastet 
werden sollen. Man hilft sich dann oft damit, daß man das 
Rohr aus zwei Teilen herstellt, von denen der äußere auf 
einen etwas kleineren Durchmesser ausgebohrt wird, als der 
äußere Durchmesser des inneren Rohrs, auf dm er aufgesteckt 
werden soll. Um das eine Rohr über das andere schieben zu 
können, erwärmt man es um so viel, daß es darüber geht. 
Beim Abkühlen wird dann das innere Bohr zusammengepreßt 
und das äußere bleibt etwas ausgedehnt. Dadurch kommen 
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von vornherein Spannungen in das zusammengesetzte Roh}-, 
Zugapannaogen a, im äußeren und Druckspannungen 0, im 
inneren Teile, Wenn nun ein Schuß abgefeuert oder sonat 
das Rohr einem innern Überdrucke aasgesetzt wird, treten 
überall noch Zugspannungen 0^ hinzu. An der Innenseite des 
Rohrs bewirken diese zunächst nur eine Verminderung oder 
Aufhebung der vorher dort bestehenden Druckspannungen 
und nur der Überschuß über diese kommt wirklich zur Gel- 
tung. Im äußeren Teile dagegen addieren sich die aus beiden 
Ursachen stammenden Zugspannungen einfach. Man erreicht 
durch diese Anordnung dahej eine gleichmäßigere Ausnutzung 
des Materials, die natürlich noch gesteigert werden kann, wenn 
man das Rohr statt aus zwei, aus drei oder noch mehr Teilen 
zusammensetzt. Hier genügt aber die Behandlung des ein- 
fachsten Falles. 

Es wird am besten sein, wenn ich die Rechnungen sofort 
im Anschluß an ein bestimmtes Zahlenbeispiel durchführe, 
weil man so eine anschaulichere Toratellung gewinnt. Die 
drei Halbmesser des zusammengesetzten Rohres seien der 
Reihe nach mit a, b, c bezeichnet und es sei a = 10, h = 15, 
c = 20 cm. Beim Aufziehen möge das äußere Rohr bei 100" 
C. Temperaturunterschied gerade auf das innere gepaßt haben. 
Man wird zunächst ermitteln, mit welchem Drucke beide Rohre 
nach dem Erkalten aufeinander sitzen und wie groß die Be- 
anspruchung des Materials an den einzelnen Stellen ist, wenn 
das Rohr ganz sich selbst überlE^sen ist. 

Der Unterschied zwischen dem inneren Halbmesser des 
äußeren und dem äußeren Halbmesser des inneren Rohrs im 
spannungslosen Zustande bei gleicher Temperatur sei mit Si 
bezeichnet. Mit. dem Ausdehnungskoef&zientAi ^nc^fi ^^^ ^° ^' 
hat man 

Die Durchmesser unterscheiden sich um d^ Doppelte, also 
8 

um -TT mm. 
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Für die sich auf das innere Rohr l>eziehenden Orößeu 
wollen wir den Zeiger 1, für die des äußeren Rohrs den 
Zeiger 2 benutzen. Für die elastische Yerschiebong u in der 
Richtung des Radius haben wir dann nach den Untersuch- 
ungen von § 56 des dritten Bandes (Gl. (215}J: 

t^-B,x+'2; «, - B,a: + 'J • (81) 

Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der vier Integratione- 
konstanten B, C, S^ Cj. Dazu müssen wir ähnlich verfahren 
wie früher, nämlich die Bedingungen benutzen, daß außen 
und hier zugleich auch innen it^ zu Null wird, daß femer o^ 
bei X — b fflr beide Rohre gleich wird und daß schließlich u^ 
und u, sich bei a:: — b nm einen bekannten Betr^ Toneinaoder 
unterscheiden. 

Fflr ff, hat man nach GL (216) des dritten Bandes 

ff, I °~ ■"! i" ) '^r ! ^' S — "■it > 

wenn wie früher zur Abkürzung 

gesetzt wird. Die ersten drei Bedingungsgleichungen lauten 
daher 

■B»'- J-0, 1 (82) 

■^1 ~ (,1 = ■^' — ^»" ■ j 

Zur Aufstellung der vierten bedenke man, daß sich das 
äußere Rohr jedenfalls im gedehnten Znstande befindet, u^ 
also Überall positiv ist, während das innere Rohr zusammen- 
gedrückt wird, M( also negativ ist. An der Grenze beider 
Rohrteile muß die Summe der ÄbsolntbetiÄge von w, und Uj 



3vGooglc 



86 n. Abschnitt. ElMtizitätstbeorie der Scheiben nnd der Platten. 

gleich dem nrBpriinglieliea Unterschiede db der Radien sein, 
denn da« gegenseitige Nachgeben am «i bzw. «j bringt beide 
Rohre zum Passen. Man hat also mit Beachtung des negar 
tiven Vorzeichens von M| 

oder, Trenn man die Werte aus 61. (81) einsetzt 

B^b + ^-B^b-^^ ^Sb. 

wofür auch mit Benutzui^ der ' Unbekannten B^ usf. 

(m - 1) (B,' - Ji') + (m + 1) <'•' - S- -mJE'-l (83) 

geschrieben werden kann. Die vier Gleichungen (82) nnd (83) 
sind jetzt nach den darin überall im ersten tirade yorkommen- 
den Unbekannten au&ulösen. Man erhält dadorcb 



(84) 
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(86) 



Durch Einsetzen der Zahlenwerte nnd mit m = und 
E^2b ■ \(fi atm (für Gußstahl) wird dies 

B; 911 äfcm; C;=- 91 100 kg; 

if,'= 651 atm; C^ = 260400 kg; 

B^ = - 255 ■ 10-«; C, 474 ■ 10"* cm'; 

B, = 182 ■ 10-«; C, = 1354 ■ 10-* cm*. 

Für den Druck zwischen beiden Rohren, der mit «^ bezeichnet 
werden mag, erhält man jetzt 

-506 atm 
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oder auch allgemeiiier 

(6'-a' )(o'-ft') ab ,o., 

"* . 2ö'F''^^'^^'-^T- (^*^> 

Für die Spaimnngeii 0^ und a, aa iigead einer anderen 
Stelle des äußereo Rohrs kann man jetzt ohne weiteres die 
Gl. (2l9) des dritten Bandes anwenden, wenn man nur 
berücksichtigt, daB an Stelle von a und b hier b und c treten 
und zugleich an Stelle von p den Absolutbetrag von e^ nimmt. 
Auch für das innere Rohr kann man diese Spannungen leicht 
ermitteln. Wir wollen uns aber damit jetzt nicht aufhalten 
und nur noch die reduzierten Spannungen ß'„i an der Innen- 
seite des inneren und ff^d an der Innenseite des äußeren Rohrs 
berechnen. Dafür erhält man 

tf-^a = E^^] _ = EiB^+ %)-- -E^krS *6^ = ~ ^^^^ **"* 

Nun sei angenommen, daß auf das so zusammengesetzte 
Rohr ein innerer Überdruck einwirkt, daß also etwa ein 
Schuß abgefenert wird. Wir wollen auch hier eine bestimmte 
Zahlenangabe zu Grunde legen und annehmen, daß der innere 
Überdruck p = 2000 atm betrage. Durch diesen inneren 
Überdruck werden von neuem elastische Formänderungen und 
Spannungen hervorgerufen, die sieh den ursprünglich vor- 
handenen zugesellen. Yorans Setzung ist dabei nur, daß die 
Proporti onalitatsgrenze des Materials nicht überschritten wird. 
Um diese neu hervorgerufenen' Spannungen zu berechnen, 
können wir das Rohr als aus einem Stück bestehend ansehen 
und die dafür gUltigen Formeln unmittelbar anwenden. Dabei 
brauchen wir uns nur um die reduzierten Spannungen an den 
Innenseiten beider Rohrteile zn kümmern, da die Beanspruch- 
ung des Materials sonst jedenfalls überall geringer ist, als an 
diesen beiden Stellen. Aus den Untersuchungen des § 56 des 



=4^L 
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dritten Bandes folgt fOr ii^end einen Abstand w vom Mittel- 
punkte 

wobei aber jetzt an Stelle YOn h der äußere Badina des ganzen 
Bolu^, also c zu setzen ist. 

Für X = 10 cm gibt dies tf,^ ^ -\- 3930 atm und för 
a; = 15 cm wird tfrod = + 2010 atm. 

Die im ganzen anftretende Beanspmcbong des Materials 
während des Äbfeuems eines Schusses ergibt sich durch Sum- 
mierung dieser reduzierten Spannungen zu den anfanglich yor- 
handenen, also ai} der Innenseite des inneren Rohrs 

_ - 1820 + 3930 = + 2110 atm, 
an der Innenseite des äußeren Rohrs 

= + i960 + 2010 = + 3970 atm. 

Im inneren Rohre ist also das Material sehr stark ent- 
lastet; dafür ist aber die Beanspruchung des äußeren Rohrs 
zu groß geworden. Man hatte also Sb zu groß gewählt and 
wird darnach die Anordnung abzuändern haben. Am vorteil- 
haftesten wird man Sh so wählen, daß die Beanspruchung 
beider Rohrteile gleich groß wird. Um dies zu erreichen, 
kann man entweder durch Probieren, d. h. durch Wiederholung 
der vorigen Rechnung für eine andere Wahl von Sb den vo]> 
teilhaftesten Wert dieses Unterschiedes ermitteln odeiv man 
kann auch unmittelbar nach Anleitung der vorausgehenden 
Untersuchungen eine Gleichung für ob aufstellen. Es wird 
nicht nötig sein, dies weiter auszuführen. 

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß sich diese 
Rechnungen ohne erhebliche Änderung auch auf den Fall an- 
wenden lassen, daß ein Bohr auf einen Vollzylinder ange- 
zogen wird. Man braucht dann nur a = zu setzen: die 
Eonstante C^ geht dann nach Gl. (85) von selbst in Null 
aber, wie es sein muß, damit M, für x = verschwindet. 
Man kann also darnach z. B. berechnen, wie groß der Unter- 
Bchied Sb der beiden Radien einer Welle und der Bohrung 
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einer Kurbel, die auf jene warm aufgezogen werden soll, ge- 
nonunen werden darf, ohne daß die MaterialbeanBpruclmag das 
zuUssige Maß überschreitet. 

Eine Bemerkung ist vielleicht noch am Platze, obeehon 
sie eigentlich nur Selbstrerständlicbes enthält. Sobald nämlich 
unter einem starken tTberdnicke die Proportionalitätsgrenze 
d«3 Materials Überschritten wird, ändert sich die Yerteilung 
der Spannungen gegenüber der hier berechneten ab. Wenn 
z. B. bei einem einfachen Geschützrohre ff„d an der Innenseite 
Ober die Elastizitätsgrenze hinausgeht, tritt hier eine bleibende 
Dehnung ein und die weiter nach außen liegenden Teile 
werden dann stärker in Anspruch genommen. Nach Aufhören 
des Überdruckes verhält sich das ein&che Rohr dann ähnlich 
wie ein aus zwei Stücken zusammengesetztes. Es ist aber 
klar, daß man solche bleibende Formänderungen vermeiden 
möchte, da sie ein genaues Passen des Kolbens bzw. des Ge- 
schosses auf die Dauer unmöglich machen. 



§ 15. AUgemeinere Lösungen der Gleiobimg für die Spannnngs- 
fonktion Im Bingaektor. 
In § 11 war die allgemeine Gleichui^ für die Spannungs- 
funktion in Polarkoordinaten, nämlich Gl. (67) 

U'+ r'^,>'^ rdr)\dr* +r=3,.' + r dr) ^ 
aufgestellt worden. Die nachher folgenden Erörterungen be- 
zogen sich nur auf jene Lösungen dieser Gleichung, bei denen 
F unabhängig von ip ist. Man kann aber auch allgemeinere 
Lösungen angeben, aus denen sich ebenfalls noch mit ver- 
hältnismäßig geringer Mühe praktisch bedeutsame Ergebnisse 
ableiten lassen. 

Zu diesem Zwecke setze man 

F-Asmn^, (87) 

worin A eine Funktion von r allein und n irgend eine ganze 
positive Zahl bedeute. Dann läßt eich leicht zeigen, daß dieser 
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Wert eine Lösung der Gleichung ffir die SpaoDUDgefuDktion 
ist, falls man die Funktion A von r passend wählt. Zuimchst 
wird nämlich 

d*F , 1 c'F , 1 dF . id^A .A , 1 dA\ 

or* ' r* df* ' r Sr ^ [ dr' r' ' r dr ] 

und wenn man dieselbe Operation zweimal hintereinander aus- 
führt, geht die Gleichung für die Spannungefunktion Über in 



Wr* r* ' r drf 



Hiemach muß A nur so bestimmt werden, daß es der totalen 
Differentialgleichung genügt, die nach Wegheben des Faktors 
sin n(p stehen bleibt. Um deren Lösung zu finden, ermittle 
man zuiuichst eine Funktion B von r, die der Gleichung 



(— - 



:.+7i;)*-<> 



genügt, also einer Gleichung, bei der im Gegensätze zur Gleichung 
für A der in der Klammer eingeschlossene Operator nur ein- 
mal vorkommt. Nach Multiplikation mit r* läßt sich die 
Gleichung f(lr JS auch schreiben 

Man sieht leicht, daß man der Gleichung durch eine Potenz 
von r genügen kann, deren Exponent als Wurzel einer qua- 
dratischen Gleichung gefunden wird. Die Lösung ist nämlich 

B = air'- + ß^r-'^, 
wenn die Integrationskonstanten mit cc^ und ß^ bezeichnet 
werden. Die Funktion A muß daher jetzt, wenn man 
wiederum zuvor beiderseits mit r^ multipliziert, der 
Gleichung 

, d' A o , . dÄ _,, , - _.,, 

•■ Ir' - »"^ + ' J7 - •^•'* + fi' " 

genügen. Auch deren Lösung bildet, falls n mindestens gleich 
2 .ist, eine Summe von Potenzen von r, nämlich 

A ^ ar"-^-^ + ßr-"*^ + yr" + dr-- , (88) 
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wenn mit a nad f3 neue Konstanten bezeichnet werden, die 
mit ((j and ^j in einem leicht ersichtlichen Zusammenliange 
stehen, auf den es aber jetzt nicht weiter ankommt. Für den 
Fall n=^\ lautet d^egen die allgemeine Lösung 

^ = «r» + (3rlgr -|- yr + tfr-^ (89) 

Hiemach ist für jedes ganze positive n, das gröSer ist aU 1,^ 
der Ausdruck 

ir=(ar''+» + (3r-"+* + J'r" + *'^")Bin«9) (90) 
eine Spannungsfunktion. FUr n =\ ist ebenso 

F =- Ur' + ßrigr + yr + j)amp (91) 

eine Spannungsfunktion. An Stelle des Sinus darf man auch 
deu Kosinus nehmen. Ferner kann man auch eine Reihe Ton 
solchen Einzellösungen zusammenfassen und daraus eine all- 
gemeinere Lösung zusammenstellen. Von praktischei; Bedeutung 
sind aber zunächst nur die einfacheren Fälle. Legen wir 
z. B. Gleichung (91) zu Grunde, so erhalten wir nach den 
Crleiehungen (66) 

s, - f;^ = sin ^ [6ar + J- + ?*-) ■ (92) 

Hiemach steht bei diesem Spannungszustande t mit s^ in 
einem einfachen Zusammenhange, indem der Klammerausdruck 
bei beiden übereinstimmt. Verfügen wir über die drei Kon- 
stanten ttßö beim Ringsektor so, daß dieser Klammerausdruck 
für r = a und für r ■= & verschwindet, indem wir also 

2„„ + £-»J_0 „„d 2«!, + f-'jf_0 

setzen, so kommen wir wieder auf den Fall der Biegungs- 
beanspruchung eines krummen Stabes, dessen gekrümmte 
Seitenflächen unbelastet sind, so daß die Lasten nur an den 
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EndquerBchnitten imgreifen. D^egen btuidelt es sich jetzt 
nicht mehr nm eine jeine Biegung. Wenn z. B. der Ring- 
sektor ein Quadrant ist, der sich von 9 = bis 9) = ^ er- 
streckt, so fallen zwar im Querschnitte <p = die Schub- 
spannungen ebenfalls überall fort; im Querschnitte <p — ver- 
schwinden sie aber nicht, sondern sie lassen sich zu einer 
Resultierenden zusammensetzen, die sich leicht berechnen läßt. 
D^^gen fallen die NonuaLspannungen s, in diesem Quer- 
schnitte weg. Im anderen Endquerschnitte tritt nebeu dem 
Biegungsmomente noch eine Normalkmft auf, die sich als 
Summe aller s, ermitteln läßt, und sieh ebenso groß ergibt 
wie vorher die resultierende Schubapannung. 

Eine Anzahl anderer Fälle, die immerhin von einer ge- 
wissen praktischen Bedeutung sind, läßt sich durch An- 
passung der aufgestellten einfachen Lösungen an passend ge- 
wählte Orenzbedingui^en ebenfalls noch ohne jede Schwierig- 
keit aufstellen. Der Leser wird sich aber darin nun selbst 
leicht weiterzuhelfen vermögen. 

§ 16. Die rotierende Scheibe. 

Eine sehr schnell umlaufende kreisförmige iScheibe, deren 
XJmdrehungsachse zugleich eine Symmetrieachse ist, wird durch 
die Zentrifugalkräfte in einen Spannungszustsud versetzt, der 
ebenfalls nur eine Funktion des Abatandea r von der Scheiben- 
mitte ist, und um dessen Untersuchung es sich hier handeln 
solL Verhältnismäßig einfach läßt sich die Aufgabe lösen, 
wenn die Scheibendieke h als konstant betrachtet werden kann, 
wie es z. B. bei Schleifsteinen oder Schmirgelscheiben zutriflft. 
Bei der Konstruktion von Dampfturbinen wendet man dagegen, 
um eine größere Festigkeit der durch die Zentrifugalkräfte 
sehr stark beanspruchten Räder zu erzielen, Scheiben an, deren 
Dicke k aich von der Nabe aus nach dem Umfange hin er- 
heblich vermindert. Die Dicke h ist in diesem Falle als eine 
Funktion von r zu betrachten, die entweder bei der Tomahme 
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der Festigkeitsunteraucliung von vomliereiii gegeben sein kann 
oder deren Jlrmittelnng erst nocti verlangt wird, so nämlich, 
daß dadurch eine möglichst hohe Festigkeit der Scheibe gegen- 
über der auftretenden Belastung herbeigefSbrt wird. 

Wir wollen hier den verwickeiteren Fall einer veränder- 
lichen Scbeibendicte von vomberein xu Gründe legen; die ein- 
lacheren Formeln für den Fall einer konstanten Dicke ei^eben 
sich aus den nachfolgenden leicht, indem man darin nach- 
träglich überall den Di£Ferentialquotienten von h nach r gleich 
NnU setzt. 

Wegen der Symmetrie der Qestalt und der Belastung sind 
die auf die Längeneinheit bezogenen Spannnngskomponenten s^ 
und s, von vornherein als Haupt spann an gen der ebenen 
Spannungs Verteilung zu betrachten, auf die wir die Aufgabe 
dadurch zurückführen, daß wir den Körper in dem früher 
näher er^uterten Sinne als eine „Scheibe" ansehen. Wir unter- 
suchen das GleicI^ewicht eines durch zwei benachbarte Kadien 
und zwei benachbarte konzentrische Kreise abg^renzten 
Scheiben elementes, das also von derselben Gestalt ist, wie das 
in Abb. 9, S. 69 gezeichnete. Gegenüber dieser Abbildung 
fallen jedoch hier die Schubspannni^en an den Seitenflächen 
des Elementes weg, während eine in radialer Richtung gehende 
Massenkraft, nämlich die Zentrifugalkraft, als Belastung hinzu- 
tritt. Bezeichnen wir die Masse der Raumeinheit mit (i und 
die Winkelgeschwindigkeit der Scheiben bewegung mit £5, so 
ist diese Kraft- gleich 

fi- dr ■ rdfp ■ h ■ B5*r 
zu setzen, woflir kürzer auch 

xkr^drd^ 
geschrieben werden kann, wenn man zur Abkürzung den kon- 
stanten Wert f*S* mit x bezeichnet. Das Gleichgewicht der 
Kräfte gegen Verschieben in radialer Richtung liefert, wi& man 
sieht, zunächst die Oleichui^ 

s,<lrd(p = j- {s^rdip) dr + xhr^drdtp , 

Dig,l,z.cbyG0Oglc 
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die sich durch Wegheben der gemeinschaftlicheD Faktoren 
drdtp zu 

s,-aT (",) + ■"*'■■ (93) 

vereinfachen läßt. Aus Gleichgewichtebetrachtungen läßt sieh 
sonst nichts mehr entnehmen; d^egen sind die beiden Un- 
bekannten Sf und Sf noch durch eine Gleichung miteinander 
verbunden, die ausdrückt, daß beide Hauptspannungen mit dem 
Fomiänderungszustande der Scheibe verträglich sein müssen. 
Mit jener Annäherung, die schon darin ausgesprochen ist, daß 
wir den Körper als eine Scheibe betrachten, wird der Form- 
ändemngszustand hinreichend durch die Angabe der elastischen 
Vergrößerung m beschrieben, die ein Radius r erföbrt. Hier- 
bei ist u eine zunächst onbekannte Funktion von r. 

Ton hier aus stehen nun für die weitere Behandlung zwei 
W^e offen, zwischen denen übrigens hinsichtlieh der Be- 
schwerlichkeit oder Bequemlichkeit kein großer Unterschied 
besteht. Man kann nämlich erstens auf Grund des Elastizitäts- 
gesetzes s^ und 5, in u ausdrücken und die so erhaltenen Werte 
in Gl. (93) einführen, womit man eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung für die Unbekannte « erM.It, von deren Inte- 
gration die Lösung der Aufgabe abhängt. Die Herren Stodola*) 
und Grübler**), die sieh mit unserer Aufgabe zuerst aus- 
führlicher beschäftigt haben, schlugen diesen ersten Weg ein. 
Hier soll dagegen, hauptsächlich wegen des Zusammenhanges 
mit den vorausgehenden Entwickelungen, der andere Weg be- 
nutzt werden, der in der Einführung einer Spannungsfunktion 
besteht, die jedoch hier von etwas anderer und zwar von ein- 
fecherer Art ist, als die früher verwendete. 

Der Gleichui^ (93) genügt man nämlich, indem man setzt 



(94) 



*) Zeitschr. d. Ver. D. Ing. 1B03, S. 51. 
") Ebenda 1906, S. 536. 
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Die in dieser Weise definierte SpuinimgsfiuiktioD F 
muß nun noch der Differentialgleiclinng genügen, die ans dem 
Zusammenhange zwischen dem Spammngs zustande mid dem 
Pormänderungezustande hervoi^eht. Für die auf die Längen- 
einheit bezogenen Dehnungen e^ nnd e, in radialer und tan- 
gentialer Kichtung hat man zuimchst 

dv, , M 

£, = , - and £, = — 
nnd daher nach dem Elastizitötsgesetze 



Eliminiert man aus beiden Gleichnngen u, indem man die 
zweite mit r multipliziert und hierauf nach r differentüert, so 
erhält man 

Nach EinfBhrung der Spannui^fanktion F ans den 
Gleichungen (94) findet man daraus nach einigen einfachen 
Umformungen 

^d^ .dF _F _ l dh r dF _l^X 
dT^^ dr r h dr \ dr m ) 

+ (3 + ^)xÄr*=0. (96) 

Von der Integration dieser Gleichung hängt nun die Lösung 
der Aufgabe ab. Für ein beliebiges h läßt eich die Inte- 
gration nicht ausführen. Nimmt man dagegen an, daß 
sich die Veränderung der DickeÄ mit dem Halbmesser 
r durch eine Gleichung von der Form 

A = er" (97) 

ausdrücken läßt, in der n eine beliebige, ganze oder ge- 
brochene, positive oder negative Zahl ist, so gebt Gl. (96) 
über in 
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r^_J + (l_„)^_(l_J)^+(3 + i)«„.*--0, (98) 

deren allgemeines Integral ohne weiteres in der Form 

F= ttr"+ä + Ar- + Br!* (99) 

angeBehrieben werden kann. Dabei sind A und B die beiden 
villkürlichen Integrationskonstanten, während die drei übrigen 
Eonstanten a, a und ß durch Einsetzen des Auedruckes (99) 
in Gl. (98) 80 zu bestimmen sind, daß die Gleichung befriedigt 
wird, was leicht ausgeführt werden kann. Insbesondere sind a 
und ß, wie noch bemerkt werden mag, die beiden Wurzeln 
der quadratischen Oleichung 

Nachdem F bekannt ist, findet man s^ und s, nach den 
Gleichungen (94), worauf die Integrationskonstanten A und B 
aus den Grenzbedingungen zu- ermitteln sind. Für den äußeren 
Umfang ist nämlich s^ gleich Null oder auch, je nach den 
näheren Umständen des einzelnen Falles, gleich einem gegebenen 
konstanten Werte. Dazu kommt noch eine Grenzbedingung 
an dem inneren Rande, falls die Scheibe ringförmig ist, oder 
wenn es sich um eine volle Scheibe handelt, die Bedingung, 
daß filr r = die beiden Hauptspannungen s,. und s, einander 
gleich werden müssen. 

Durch den Ansatz in Gl. (97) kann man sich bei passender 
Wahl von « der gegebenen Gestalt der Scheibe gewöhnlich 
schon recht genau anpassen. Nötigenfalls kann man sich 
aber auch die Grenzlinie des Scheibenquerschnitta durch zwei 
oder mehr Linien zusammengesetzt denken, von denen sich 
jede durch eine Gleichung von der Form (97) darstellen läßt. 
Dann gilt die Lösung (99) für jeden Scheibenabachnitt, der 
zu einer dieser Grenzkurven gehört. Für jeden weiteren Ab- 
schnitt hat man zwei neue willkürliche Integrationskonstanten, 
zu deren Ermittelung die Grenzbedingungen für den Übergang 
des einen Abschnittes in den anderen zur Verfügung stehen. 
Die Spannungen s, und s, müssen nämlich an der Übergangs- 
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stelle stetig verlaufen. Herr Prof. Grübler hat diese RechDui^ 
in seiner vorher angeführten Abhandlung miher aoseinaader- 
gesetzt; hier erscheint eine Wiedergabe der ziemlich umständ- 
lichen Formeln nicht erforderlich. 

Ist dagegen h nicht von vornherein gegeben, sondern wird 
im Gegenteile verlangt, h so als Funktion von r zu er- 
mitteln, daß die ' anf die Flächeneinheit bezogene 
Spannung in tangentialer Richtung an allen Stellen 
denselben Wert 6^ annimmt, der der zuläes^en Bean- 
spruchung des Materials entspricht, so gehen wir von GL (95) 
aus, die jet^t nach Ausführung der Division mit h in der Form 

angeschrieben werden kann. Die Ausführung der Differentiation 
liefert nach einigen Umformungen die Gleichung 

•■|? + (»' + i)(»,-<'.)-o, 

deren allgemeines Integral 

ff_. = «^ + C^-C-n + l) 

ist, wenn mit C die IntegrationskoD8t.aiite bezeichnet wird. 
Setzt man nun s^ = ha^ und s, = ka^ in die Gleichungen (94) 
und eliminiert daraus F, so erhält man eine Differential- 
gleichung erster Ordnung für h, deren Integral leicht in Form 
einer Exponentialfunktion angegeben werden kann, so jedoch, 
daß der Exponent ein Integral nach r bildet, dessen Aus- 
wertung eine umständliche Rechnung erfordert. Auch hier 
begnüge ich mich hinsichtlich der weiteren Ausrechnung mit 
einem Hinweise auf die Arbeiten der Herren Stodola und 
Grübler. 

§ 17. Die BlegnngsgleichuDg einer Platte. 
In § 7 war diese Biegimgsgleichnng, nämlich die Differential- 
gleichung (45) für ^ auf Grund einer ganz allgemein ge- 
haltenen Betrachtung abgeleitet worden; jedoch nur für den 
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Fall, daß die Oberfläche der Platte keine Lasten tritgt, di© 
Biegung vielmehr nur durch Kräftepaare hervorgebracht wird, 
die am Rande der Platte angreifen. Hier ist diese Betrachtung 
zu ei^nzen, so daB sie auch den früher ausgeschlossenen Fall 
mit umfaßt. 

Dabei wird die VoraussetzTing zu Grunde gel^, die Form- 
änderung der Platte von der Dicke h erfolge in der Art, da& 
eich jeder Punkt der die Dicke h halbierenden Mittelfläche der 
Platte nur in der Richtung senkrecht zur Uitteldäche, d. h. in 
der 2-Richtung verschiebt. Wir setzen also 

lo = und i?o - 
wenn, wie schon froher, der Zeiger auf jene Punkte hin- 
weist, für die « =- ist. Die Richtung der positiven Z-Achs» 
mag mit der Richtung übereinstimmen, in der die Ausbiegung 
erfolgt, so daß also ^ positiv ist. Als X- und als Y-Achse 
nehmen wir zwei sonst beliebige, aber senkrecht zueinander 
steheude Linien der Mittelfläcbe an. 

Die Dicke k soll gegenüber den Abmessungen der Platte 
in der Uittelfläche als unendlich klein betrachtet werden. Die 
Ausbi^ung g^ soll aber nicht nur gegenüber der Breite und 
Länge der Platte, sondern auch im Verhältnisse zur Dicke h 
als klein vorausgesetzt werden. Dann erfährt eine Strecke^ 
etwa dx, die in der MitteLdäche liegt, eine elastische Dehnung 
^dx, die sich nach dem Pythagoräischen Satze zu 



z/rfx = dx 



2 \dx) 



berechnet und daher von höherer Ordnung klein ist, als die 
Dehnung der in einigem Abstände von der Mittelfläche in der- 
selben Richtung gehenden Strecken, so daß sie gegen diese 
vernachlässigt werden kann. Im übrigen wird auf den Fall, 
daß £p nicht klein ist gegenüber Ä in § 24 noch näher ein- 
gegangen werden, worauf schon jetzt verwiesen werden möge. 
Endlich soll bei der Berechnung der Spannungs- 
komponenteu e^, a und r^^,, die zu der betrachteten Form- 
änderung gehören, vorausgesetzt werden, daß jede Normale von 
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der Länge h, die zar Mittelääche gezogen wird, bei der Form' 
änderung gradlinig und Benkrecht zur elastischen Fläche bleibe, 
in die die Mittelfläche übergeht. Hierzu mtiB bemerkt werden, 
daß ja allerdii^B in Wirklichkeit eine geringe Erfimmung 
dieser Normalen infolge der Schubspannungen t^, und t^,, zn 
erwarten ist. Von vornherein läßt sich aber voraussehen, daß 
gerade wie bei einem Balken, dessen Querschnitte ebenfalls 
durch die Schubspannungen gekrämmt werden, der Einfluß 
dieser Krümmung auf die Längenänderungen so unbedeutend 
ist, daß er ohne Weiteres vernachläsBigt werden kann. Ebenso 
Yemachlässigen wir, in Ii bereinstimmung mit der elementaren 
Biegungstheorie des Balkens, die Spannungen a^, die durch 
die auf der Platte ruhenden Lasten unmittelbar hervorgebracht 
werden, gegenüber den Biegungsspannungen a^ und a^ in den 
etwas weiter von der Mittelfläche abstehenden Schichten. 

Auf Crrund dieser Voraussetzungen berechnen wir znerst 
die Yerschiebungen |, ij eines im Abstände s von der Mittel- 
flache liegenden Punktes, hieraus die Dehnungen c, und e 
und auf Grund des Elastiziiütsgesetzes die Spannungen 0, 
und ff^, worauf wir zur Betrachtung des Gleichgewichts der 
an einem Plattenelemente angreifenden Kräfte übergehen, aus 
der sich schließlich die Differentialgleichung ergeben wird, der 
die Ansbiegung ^ genügen muß. Die ganze Aufgabe ist dann 
auf die Integration dieser 
Gleichung zurückgeführt, da " 
mit So auch der ganze Form- 
äudemngs- und Spannungs- 
zu stand der Platte bekannt 
wird. 

In Abb. 13 bedeutet MM 
ein Stück eines parallel zur 
XZ-Ebene durch die Mittel- 
flache geführten Schnittes, NN 
die Projektion der Normalen zur ^^*'' ^^^ 

Mittelfläche auf diese Schnitt- 
ebene. Man sieht aus der Abbildung ohne weiteres, daß der im 
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Abstände g von der Mittelfläche liegende Punkt der Platte eine 
Verschiebung | erfährt, die sich durch die erste der folgenden 
Oleichungen ausdrücken läßt: 

Die Verschiebung »j ergibt sich nämlich in derselben Weise. 
Die Dehnungen b^ und e^ erhält man hieraus durch Diffe- 
rentiation, also 

« öx ex* '' oy cy* ^ ' 

Kach dem Blastizitätsgeaetze ist daher 



iToraiw man dnrch Auflösen nach a^ und c^ 



(102) 



erhält. — Wir denken uns jetzt ein rechteckiges Plattenelement 
(_Abb. 14) Ton den Seitenlangen dx und dy abgegrenzt, die 
wir als klein von derselben Ordnung ansehen können, wie die 
Plattendicke h. Auf einer Schnittfläche hdy lassen sich die 
Normalspannungen a^ zu einem Kräftepaar zusammenfassen, 
dessen Moment gleich 



yv...^=-^(»ö+|^)/, 



HF 

'VI j 



J%^dH,\_tyh 
dyV 12 



gesetzt werden kann. Auf der gegenüberliegenden Seitenfläche, 
und zwar auf jeuer, die in der Abbildung durch Schraffierung 
hervorgehoben ist, setzen sich die Norm als pannungeu a^ eben- 
falls zu einem Kräftepaare zusammen, das sich von dem 
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Torigen um eiu Differential unterscheidet. Beide : 

geben daher ein resultierendes Kräftepaar, dessen Moment gleich 




mH 






dxdy 



ist. Falls dieser Ausdruck einen positiven Wert liefert, dreht 
das resultierende Kräftepaar in jenem Sinne, der aus den 
Pfeilen der u^ an der schraffierten Mäche in Abb. 14 hervor- 
geht, d, h. der Momentenvektor geht in diesem Falle im Sinne 
der positiven T-Achse. 

Dieselbe Betrachtung läßt sich natürlich auch auf die 
Spannungen Uj, an den beiden anderen Schnittflächen über- 
trt^eu. Das daraus hervorgehende resultierende Kräftepaar 
hat das Moment 

m'— 1 V oy' cx'dy) 12 '' 

tmd wenn dieser Ausdruck einen positiven Wert liefert, dreht 
das resultierende Kräftepaar in jenem Sinne, wie er an der in 
Abb. 14 verdeckt liegenden Seitenfläche auftritt, falls man in 
den unteren Schichten (also hei positivem z) Zug- und in den 
oberen Druckspannungen annimmt. Daraus geht hervor, daß 
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der MoiuenteiiTektor des resultierenden Kräftepaares (immer 
vorausgesetzt, daß der vorhei^hende Aasdruck positiv wird) 
im Sinne der negativen X-Achse dreht. 

Die beiden Kräftepaare, auf die sich die Normalspannungen 
zurilckführen ließen, können sieb natürlich nicht miteinander 
im Gleichgewicht halten, da ihre Momentenvektoren ver- 
schiedene und zwar rechtwinklig zueinander stehende Richtungen 
haben. Sie müssen vielmehr mit jenen Kräftepaaren im Gleich- 
gewicht stehen, die sich bei der Zusammensetzung der Schub- 
spannungen ergeben. 

Die in Abb. 14 nach vom hin liegende Seitenääche, also 
jene, d^ren äußere Kormale in der Richtni^ der negativen 
y-Achse geht, ist in Abb. 15 nochmals besonders heraus- 



«i« 


% 




J^ ' 


\ 


*x 






e 







gezeichnet. An einem Flächenelemente dieser Seitenfläche 
greifen die Schubspannungskomponenten t^, und t^, an, die 
bei positiven Werten nach den früher allgemein getroffenen 
Festsetzungen in den Richtungen der negativen X- und 
2-Ächsen gehen. Da dx selbst als unendlich klein anzusehen 
ist, so daß sieh die Fomuinderung innerhalb der Strecke dx 
nicht merklich ändert, kann man die Schubspannnnga- 
komponenten innerhalb der Seitenfläche als unabluingig von x 
betrachten. Dagegen ändert sich innerhalb der Seitenfläche 
der Form ander ungBzustand, trotzdem auch h als unendlich 
klein betrachtet wird, sehr erheblich beim Fortschreiten in der 
.Z- Richtung. 
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Für T erhält man nach den Oleichungen (100) 

v-e(lJ + l!)--2S.Ä- (103) 



Hiernach wechselt t den Pfeil, wenn man von der unteren 
Hälfte der Seitenfläche auf die ohere HälUe übergeht. Die 
Schubspannungen x^^ setzen sich daher zu einem Kräftepaar 
zusammen, dessen Moment gleich 

ist. Auf der gegenüberliegenden Seitenfläche bilden die Schub- 
Spannungen Tj,, eine Kräftepaar, das sich von dem vorigen um 
ein Differential unterscheidet und im entgegengesetzten Sinne 
dreht. Beide zusammen liefern daher ein resultierendes Kräfte- 
paar Tom Momente 

Wenn dieser Ausdruck einen positiven Wert annimmt, 
dreht das resnltierende Moment im Sinne der Pfeile, die für 
Ty, in der bei Abb. 14 nach hinten zu li^enden Seitenfläche 
einzutragen sind, also entgegengesetzt wie in Abb. 15, d. h. 
der Momentenrektor geht in der Richtung der positiven 
r- Achse. 

Ebenso lassen sich die Schub Spannungen t^ auf den 
beiden anderen Schnittflächen zusammensetzen und man erlmlt 
als resultierendes Moment 

das, wenn es einen positiven Wert liefert, im Sinne der Pfeile 
dreht, die für t^^ auf der in Abb. 14 schraffierten Seitenhöhe 
nach den gewöhnlichen Festsetzungen einzutragen sind; der 
Momentenvektor geht daher, wenn der Ausdruck positiv ist, 
im Sinne der negativen X-Achse. 

Nim bleiben noch die Schubspannungskompouenten t 
und r^,. Auf der in Abb. 15 herausgezeichneten Seitenfläche 
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lasaen sie sich zu einer durch den Mittelpunkt dieser Seiten- 
fläche gehenden Resultierenden zusammensetzen, die zur Ab- 
kürznng mit F^,, bezeichnet werden soll. Unsere Pestaetzongen 
über die Pormändeniog gestatten nicht, t^, oder V^, un- 
mittelbar zu berechnen, wie dies vorher mit den anderen. 
Spannungekomponenten möglich war. Dagegen folgt der Wert 
von Fj,j und auch von F^, aus dem GJeicl^ewichte der an 
dem Plattenelement angreifenden Kräftepaare g^en Drehen 
um die X- oder I'-Acbse. 

Betrachten wir zunächst das Gleichgewicht gegen Drehen 
um die X-Achse. Der Resultierenden F^,, auf der in Abb, 15 
heransgezeicbneten Seitenfläche, die bei poBitivem Werte einen 
nach oben gerichteten Pfeil bat, entspricht auf der g^enüber- 
liegenden Seitenfläche eine Resultierende, die sich von der 
vorigen um ein Differential unterscheidet und entgegei^Betzt 
gerichtet ist. Bei der Feststellung des Gleichgewichts gegen 
Drehen kommt es anf den unendlich kleinen Unterschied 
zwischen beiden Resultierenden nicht an; dagegen liefern 
. beide ein Kräftepaar vom Momente V^,d^. Wenn F positiv 
ist, gebt der Momentenvektor dieses Kräftepaares im Sinne 
der positiven X-Achse, Die anderen um die X-Achse drehenden 
Kräftepaare waren vorher schon festgestellt und die Bedii^ung, 
daß die Summe aller Momentenvektoren Null sein muß, liefert 
die Gleichung 

-i^\ (m^:!^, + J^)'^dxdy + 2Gj^^dxdii + F„ rfy = 0. 
Hieraus berechnet sich V , wenn man noch beachtet daß 



gesetzt werden kann, zu 

V. _ - -^; »j-I l^i, + f.h )dr.. (104) 

In derselben Weise findet man aus dem Gleichgewichte 
gegen Drehen um die F-AchBe 
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F,._--'»l^-j;-(«; + ,2i-,)<is. (106) 



Jetzt betracbten wir nocli das Gleichgewicht des Platten- 
elementea gegen Verschieben in der Richtung der X-Achse. 
Hierbei kommt es einerseits auf die TJiiterscbiede der Werte 
von Fj,, und F^, auf den gegenäberliegenden Seitenflächen, 
andererseits auf die Last an, die auf das Platten elemeut ent- 
fällt. Bezeichnet man diese unmittelbar als Funktion von x 
und y gegebene Belastung, auf die Flächeneinheit bezogen mit 
P, so lautet die Gleichgewichtsbedingung 

woraus man durch Einsetzen ans den Gleichungen (104) und 
(105) 

i'-iläUi^ + ^a^-ay + a?)-'' (™) 

erhält. Hiermit ist das gesteckte Ziel erreicht^ Gl. (106) ist 
die Biegungsgleichung der Platte, von deren Inte- 
gration mit Berücksichtigung der vorgeachriobenen 
Randbedingungen die Beantwortung aller Fragen ab- 
hängt, die sieb auf denFormänderungs- undSpannungs- 
zustand der Platte bezieben. 

Setzt man in Gl. (106) nachtrj^licb p = 0, so gelangt 
man wieder auf die schon früher in § 7 auf Grund einer viel 
einfacheren Betrachtung abgeleitete Biegungsgleicbung (45) 
der nur durch Kräftepaare am Rande belasteten Platte zurück. 
— Übrigens ist die hier durcl^eführte eingehendere Betrachtung 
des Zusammenhanges, der zwischen dem Spann uugszustande 
and dem durch die Veränderliche t.^ beschriebenen Form- 
änderungsznstande besteht, auch für die Verwertung der 
Gleichung (45) för den Fall _p = nicht zu enthehren, in- 
sofern sich die Randbedingungen auf äußere Kräfte beziehen, 
die dort angebracht sind. Denn hier hat sich erst ergeben, 
wie sich die in irgend einer Schnittfläche, die auch zur Rand- 
fläche gehören kann, übertragenen Kräfte und Kräftepaare in 
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der Veränderlichen E;, ausdrücken laseen. Erst hierdurch wird 
die Verwertung der Gfrenzbedingungen auch in dem einfacheren 
Falle p = ermöglicht. 



§ 18. Ii&sang der BiegungBgleiohung für die elliptdsolie FUtte. 
Eine der einfachsten Anwendungen, die man von der 
Torhergehenden Theorie zu machen versteht, bezieht sich auf 
die am Rande eingespannte elliptische Platte, die einer gleich- 
förmig über die ganze Fläche verteilten Be]a,stung ausgesetzt 
igt, also etwa einem Flüssigkeitsdrucke zu widerstehen hat. 
Bezeichnet man nämlich die Halbachsen der Ellipse mit a 
und b und legt die Koordinatenachsen in die Hauptrichtungen 
der Ellipse, so daß die Gleichnng des Plattenumfanges 

S + F-l ("") 

lautet, so ergibt sich als die zugleich allen Kandbedingungen 
genügende Lösung der Biegungsgleichung (106) 

falls man unter c eine Konstante versteht, die durch Ein- 
setzen dieses Ausdrucks in Gl. (106) erst noch M.her zu er- 
mitteln ist. 

Um den Beweis für diese Behauptung zu erbringen, 
schreibe ich zunächst die folgenden Differentialquotienten von 
^0 an, die sich aus Gl. (108) ergeben: 



et._i<">it^t:-^. II 



.., , *^ (^ , »! _ A 



ä'5, _ »e»' 



„Google 
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Setzt man die vierten DifFerentialquotienten in Gl. (106) 
ein, 80 geht sie über in 

itt'Jt! ft' /2i , 16 , 24\ 

Hiernach ist die Gleichung für ein konstantes p in der Tat 
erfüUt, wenn man 

(109) 



»■■^»■t + S^'F + F) 
setzt, Kach Gl. (107) wird femer überall am Rande 

f„_0, f°-o, ?^-0, 

womit ausgesprochen ist, daß die am Umfange liegenden 
Punkte der elastiBcheii Fläche überall in der X IT- Ebene bleiben 
und daß diese Ebene die elastische Fläche in diesen Punkten 
überall berührt, d. h. daß die Platte am Bande eingespannt 
ist. Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 

Die Konstante c gibt, wie aus Gl. (108) hervorgeht, zu- 
gleich den Biegnngspfeil an, um den sich die Platte unter der 
angegebenen Belastung in der Mitte (für x = und ^ = 0) 
einsenkt. Bezeichnet man mit a irgend einen echten Bruch, 
80 entspricht die Gleichung 

einer Ellipse, die der den Umfang bildenden ähnlich ist und 
für alle Punkte, die auf ihr gelegen sind, wird nach Gl. (108) 

?.-«(»■-!)' 
d. h. konstant. Die elastische Fläche wird daher durch hori- 
zontale Ebenen nach ähnlichen und ähnlich li^enden 
Ellipsen geschnitten. Hieraus geht auch herror, daß die 
größten irgendwo Torkommenden Dehnungen und daher auch 
die größten Spannungen an den Hauptachsen der Ellipse auf- 
treten müssen. Es genügt daher, wenn wir den Spannungs- 
zustand längs dieser Hauptachsen untersuchen. 
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Für die auf der X-Achee Uzenden Punkte ist y = 0, also 

^_% = li£2.' _ if . ^'&> „ !<■*' _ if 

und daher nach den Gleichungen (102) 

'.-- iS ■ Ä- IS (ä""*' + »') - (»'*' + '')] 

', -Jil ■ iw (S (3i.' + »«■) - (b' + «.«■)]■ 

Hierin ist nachtr^lich noch der Wert von c aua öl. (109) 
und für z, um die größte Spannung an der betreffenden Stelle 
zu erhalten, ^ einzusetzen. Insbesondere erhält man, wenn 
der Faktor vor der Klammer in den vorhei^ebeaden Formeln 
zur Abkürzung mit E bezeichnet wird, för 

Plattenmitte; <s^^ K{mV + a^); ff^ =- ^(6' + ma*) 
PUttenrand (x = a): a^ E- 2m6>; 6^=- — E2h^. 

Um die größte in der Platte vorkommende Spannung zu 
erhalten, wollen wir voraussetzen, daß 6 in den vorbeigehenden 
Formeln die größere der beiden Halbachsen bedeute. Dann 
nimmt (fj am Platfenrande den größten überhaupt vor- 
kommenden Spännungswert an und zwar erhält man, 
wenn mtm jetzt noch den Wert von E berechnet und einsetzt, 
vom Vorzeichen abgesehen, 

« i£_ . 



'(^+a;.+ , 



(110) 



Auch die reduzierte Spannung ließe sich an dieser meist 
beanspruchten Stelle leicht berechnen; doch soll davon ab- 
gesehen werden, weil nach der Mohrschen Theorie der Bruch- 
gefahr wegen des gleichen Vorzeichens von a^ und tf^ die 
Beanspruchung unmittelbar durch ffm«! ausgedrückt wird. — 
Für 6 = «, also für die kreisförmige Platte geht Gl. (110) 
über in 
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§ 13. Ljtaung der Bief^ungsgleichimg fax die elliptische Platt«. 109 

Man kann noch die Präge aufwerfea, wie sich der 
Aufiagerdruek längs des Umfange verteilt. Grenzt 
mnn das in Abb. 16 durch 
Schraffierung hervorge- 
hobene Platteneleinent ab, 
so ist der in rfs übertragene 
Auflagerdmck gleich der 
Summe der in den Seiten 
äx und dy übertragenen 
Seherkräfte F^,, und F^,, 
die sieh aus den Gleichungen 
(104) und (105) entnehmen 
lassen. Aus der Ellipsen- 
gleichung hat man 

oder 




nud für den in 
hält man 



übertri^enen Aufiagerdruek Vds er- 



zdx 






Unter Y ist hiemach der anf die Längeneinheit des 
Plattenumfangs an der betreffenden Stelle übertr^ene Auf- 
lagerdruck zu verstehen. Berechnet man die Differential- 
-quotienten und drückt auch ds in dx aus, so erhält man 

,«'-112 y^VTft.^. |„.Va' ^ ; 6'U' 71 * ' 

Hiernach kann der Auflagerdruck für jeden Punkt des Uin- 
fangs angegeben vferden. 

Anmerkung. TerhältnismäBig leicht kann man eine Anzahl 
anderer Lösungen, sowohl für die elliptische, als auch für die 
rechteckige Platte finden, indem man zunächst to nur so wShlt, 
daß die Grenzbedingungen befriedigt werd-sn und hierauf Gl. (106) 
dazu benutzt, um die Lastverteilung (nSlmlich p als Funktion von 
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X und y) zu ermitteln, für die diese LOsung gilt Bei einer frei 
aufliegenden Platte muB natürlich ^ so bestimmt werden, daß 
am. Umfange weder Normalspannungen noch Schnbspannuiigen in 
der Xr-Ebene übertragen werden. Für die rechteck^e Platte 
ItLfit eich fg bei beliebig gegebener Belastung durch eine doppelt 
unendliche Beihe darstellen, mit der aber praktisch nicht viel an- 
zufangen ist. 



§ 19. Die FlattengleiohuiLg In Pol&rkoordinaten. 
Der Übergang von den recLtwinkligen zu den Polar- 
koordinaten kann hier genaa in derselben Weise bewirkt werden, 
wie in § 11 för die Spannnngefunktion. Gerade ao wie da- 
mals GL (67) abgeleitet wurde, erhalten wir hier ab Biegungs- 
gleichung der Platte aus Gl. (106) 

Hierbei ist j) als eine Funktion von r und ip zu betrachten. Bei 

einer kreisförmigen Platte mit symmetrischer Belastung sind 
dagegen p und fo unabhängig von ip und Gleichung (112) 
vereinfacht sich zu 

Setzt man hier zuerst j> = 0, so kann für £g ohne weiteres 
die in Gl. (69) für F gegebene allgemeine Losong genommen 
werden. Die allgemeine Lösung von öl. (113) findet man 
daraus, indem man noch ein partiku^rea Integral dieser 
Gleichung hinzufügt, das leicht gefunden werden kann. Ist 
z. B. p eine Eoaatante, so ist die allgemeine Lösung von (113) 

£o = Co + c, lg r + c,r» + c,r' lg r + {'^^"^Ipr* ■ (114) 

Wenn die Platte nicht voll, sondern von zwei konzentrischen 
Kreisen begrenzt ist, von denen sowohl der innere als der 
äußere als Anfl^erkreis dienen kann, ist das Glied c, lg r 
beizubehalten; bei der vollen Platte ist es dagegen zu streichen, 
weil £o für r =■ nicht unendlich werden kann. 
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Auf die Bestimmung der Integrationakonstanteti ans den 
Grenzbedingungen kann hier verzichtet werden, weil man da- 
mit tinr wieder auf die schon im dritten Bande abgeleiteten 
Formeln gefShrt würde. 

Setzt man in Gl. (114) an Stelle des letzten Gliedes 

worin n ii^end eine positive oder negative Zahl bedeutet, so 
bezieht sich die Lösung auf eine Lastverteilung, die pro- 
portional mit r" ist. 

Für eine Einzellast, die in der Mitte angreift, 
nimmt man die LosuI^; in GL (114) für j> = und setzt die 
Konstiuite c, 

Denkt man sich mimlich die Last P auf einen Ereis vom 
Halbmesser a verteilt, der klein ist von derselben Ordnung 
wie die Plattendicke h, so muß 



= 2ajprdr 



sein. Dabei kann p aus Gl. (113) entnommen werden und 
zwar wird nach dieser Gleichung 

P m'—l 12 dr V dr) \dr' ^ r dr j 



m'-112L drUV ■•■ r drfV 



Für die untere Grenze verschwindet das Integral und für die 
obere Grenze r = a kann man die Difi'erentialquotienten von 
6j wegen des stetigen Übei^angs au der Grenze nach Gl. (114) 
(mit p = (S) berechnen. Führt man dies aus, so erhält man 

also nnabhängig voü r. Auf die Größe von a kommt es 
daher nicht an und die Auflösung der vorhergehenden Gleichung 
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nach c„ liefert deu in öl, (115) ang^ebenen Wert, — Zugleicb 
erkennt man hierans, daß die Konstante c^ in Gl. (114) gleich 
Null zu setzen ist, wenn die Platte nur eine gleichförmig 
verteilte Belastung und nicht daneben .noch eine Einzellast in 
der Mitte aufzunehmen hat. Im übrigen stehen diese Er- 
gebnisse in Übereinstimmung mit den Bchon im dritten Bande 
abgeleiteten und dort näher besprochenen. 

§ 20. Die Platte aaf nachgiebiger Unterlage. 

Im sechsten Abschnitte des dritten Bandes wurden die 
Stäbe auf nachgiebiger Unterlage behandelt. Daran schließt 
sich die hier durchzuführende Betrachtung unmittelbar an, 
d.' h. wir setzen wie dort den in einem Flächenelemente der 
Platte übertrj^tjnen Auflt^erdruck proportional mit der Ein- 
senknng, die die Platte an dieser Stelle erfahren hat, oder 

9 - K (116) 

wenn jetzt q den auf die Flächeneinheit bezogenen Auflager- 
druck and k eine „Bettungaziffer" bedeutet. 

Hierbei ist zunächst daran gedacht, daß die Platte auf 
dem Erdboden oder auf einem anderen fest«n Untergrunde 
aufgelagert ist, für den der vorstehende Ansatz als hinlänglich 
genau richtig betrachtet werden kann. Aber auch wenn die 
Platte wie ein Floß auf dem Wasser schwimmt, gilt der Ansatz 
und zwar ist er in diesem Falle streng richtig. Der durch 
die Formänderung hervoi^erufene „Auflagerdruck" q besteht 
nämlich in diesem Falle aus der durch die Einsenkung um 
fg hervorgerufenen Vermehrung des hydrostatischen Auftriebs. 
Die .^ettungsziffer" q ist in diesem Falle gleich dem auf die 
Volumeneinheit bezogenen Gewichte des Wassers. 

Die Differentialgleichung für die Platte auf nachgiebiger 
Unterlage ergibt sich hiemach aus Gl. (106) durch Beifügung 
des Gliedes aus Gl. (116) zu 



1 12 \dyi~^ "'dx^dy- 



+ 2,|>-, + |^J=i'-Ä§„. (IIT) 
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Eine allgemeine Lösung dieser Gleichung iet aber, wenn 
keine besonderen Vereinfachungen Torliegen, als auBgeschloBsen 
zu betrachten. 

Wir begrenzen daher die Aufgabe dahin, daß es sich um 
eine kreisförmige Platte handeln boII, die nur in der 
Mitte eine Last P aufzunehmen hat, während sie sonst 
unbelastet ist, so daß, abgesehen von einer kleinen Stelle in 
der Mitte, p in Gl. (117) gleich Null zu setzen ist. Der voll- 
kommenen Symmetrie wegen können wir femer die Gleichung 
iu Polarkoordinaten nach dem Muster von Gl. (113) in der 
Form 

anschreiben. Hierzu muß noch bemerkt werden, daß es bei 
einer sehr großen Platte nicht mehr darauf ankommt, wie die 
Platte am Umriß begrenzt ist, da die Formändenmg sich, wie 
Ton vornherein einzusehen ist, im wesentlichen auf die Nachbar- 
schaft der belasteten Stelle beschranken muß. Man kann 
«laher auf eine hinreichend große Platte, die irgendwo eine 
Einzellast trägt. Gl. (118) ebenfalls anwenden, indem man 
dabei die Platte als kreisförmig von unendlich großem Halb- 
messer ansieht. Wie groß die Platte tatsächlich sein muß, 
damit diese Annahme als zuHssig gelten kann, wird sich nach- 
her noch ergehen. Treten bei- einer solchen großen Platte 
mehrere Lasten zugleich auf, so erhält man den gesamten 
Fonnäuderungs- und Spannungszustand durch Übereinander- 
li^erung der den Einzellasten entsprechenden. Mit der Lösung 
für eine Einzellast wird daher die Aufgabe zugleich auch für 
eine beliebig zusammengesetzte Belastung gelöst. 

In der zuletzt besprochenen Form stellt sich die Aufgabe 
ein, wenn man sich die Frage vorlegt, wie dick eine Eisdecke 
auf einem Teiche seiu muß, damit sie ohne Gefahr betreten 
werden kann. Vorausgesetzt wird dabei, daß die Elastizitäts- 
konstanten und die Zugfestigkeit des Eises (die kleiner ist als 
die Druckfestigkeit) gegeben sind. H. Hertz, der große 
Physiker, hat diese Aufgabe in seiner Abhandlung „Über das 
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Gleichgewicht schwimmender elastischer Platten" volletändig- 
gelöst*). Wer nicht schon vorher Studien über die von 
Beseel eingeffihrtea und häufig auch nach ihm benannten 
„Zylinderfunktionen" gemacht hat, kann aber die Abhandlung 
von Hertz nicht verstehen. Von meinen Lesern kann ich 
natürlich nicht voraussetzen, daß sie sich mit diesen, auch den 
Mathematikern von Beruf häufig nur wenig gelänfigen Spezial- 
studien, die freilich in verschiedenen Gebieten der theoretischen 
Physik recht nützliche Verwendung finden, schon näher be- 
faßt hätten. Ich muß daher meine Darstellung so einzurichten 
suchen, daß sie auch ohne solche Vorkenntnisse ohne weiteres 
verständlich bleibt, obschon dies natürlich nur auf Kosten der 
Strenge und Ausführlichkeit geschehen kann. Wer darin 
weiter kommen will, wird sich daher schließlich doch noch zu 
einem Studium der Besselscben Funktionen entschließen 
müssen; für die meisten Zwecke dürfte aber das ausreichen, 
was ich hier darüber auseinandersetzen werde. 

Der kürzeren Aus drucks weise wegen sollen einige Ab- 
kürzungen eingeführt werden. Zunächst sei der Operator E* 
eingeführt zur Bezeichnung für die Operation 

so daß hiermit Gl. (118} kürzer in der Form 

„SS^*S'> + *So = (120) 

geschrieben werden kann. Die in dieser Gleichung vorkommenden 
Konstanten m, E, h und k lassen sich femer zu einer einzigen 
Konstanten zusammenfassen, indem man 

setzt. Dabei ist l, wie aus der Betrachtung der Dimensionen 
hervorgeht (nämlich £=kgem~^ und Ä — kgcm"'), eine 

*) H. Herta, Wiedemanns Ännalen 22, S. 44Ü, 1884 oder auch 
Gesammelte Werke, Bd. I, 8. 288, 1895. 
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Länge, die nur von dem Material tmd der Dicke der Platte 
abMngt. Eine Platte, die in dem früher besprochenen Sinne 
als sehr groß angesehen werden soll, muß Abmessungen haben, 
die mindestens ein Mehrfaches von l ansmachen. Mit der 
Einfilhrung von / Untet Gl. (120) 

l*E% + i^ = 0. ■ (122) 

Endlich wird für die weitere Behandlung noch eine erheblicbe 
Vereinfachung erzielt, indem man an Stelle der Veränderlichen 
r und tj, die Langen bedeuten, neue Veränderliche x und z 
einführt, die nur noch absolute Zahlen sind, indem man 

| = Ä und j^x (123) 

setzt. Dies kommt übrigens auf dasselbe binaus, als wenn in 
Gl. (122) die Strecken r und tf^ in einer Längeneinheit i = 1 
ausgemessen werden. Hiermit wird schließlich die Platten- 
gleichnng auf die einfache Form 

E*« + ^-.0 (124) 

gebracht. In ausführlicherer Schreibweise ist dies übrigens 
gleichbedeutend mit 

oder auch, wenn man die Differentiationen vollständig aus- 
führt, mit 

ll!+lp,_-LfJ+^jl + «_0. (126) 

dx* ' X dx' x' dx* ' x' dx ' ^ ' 

Diese DiÖerentia^leichung ist linear und ihre yoUständige 
Lösung setzt sich aus vier, mit den wiUkürlichea Integrations- 
konstanten behafteten Gliedern zusammen, von denen jedes 
eine partikuläre Lösung angibt. Sie ist also von der Form 
= c^F^(x) + c^F,(x) + c^F^(x) + c^F^(x) . (126) 
Die beiden ersten partikuHren Lösungen lassen sich mit Hülfe 
von Potenzreihen darstellen. Um dies einzusehen, führe mim 
zunächst die Operation E* an einer Potenz a^af aus. Man 
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£n(l et' leicht durch ÄiiaföbruiLg der Differentiationen und Za- 
sammenziehen der Glieder 

E'-a„x^-'n\n-2fa„x'-*. '' (121) 

Damit Gl. (124) durch eine Potenzreihe befriedigt werde, 
muß daher jedem Gliede a^x" ein Glied o„_ia;"~* gegenüber- 
stehen, so daß 

«»-«i^""* + «*(" — -)'««^"* = 
wird. Hieraus erkennt man das Gesetz, nach dem die Koeffi,- 
zienten der Potenzreiheu fortschreiten müssen, nämlich 

Beachtet man femer, daß 

E*«!) = und E*a^x^ = 
ist, wie aus der Ausfuhrung der Differentiationen herroi^ht, 
so erhält man die folgenden beiden partikulären Integrale der 
Differentialgleichung 

±i{X) = X — ^a g, + ii,6i,8!7"n,i ~ 4».6'.8'-10'.12'-14S '' I 

Da sich die Formänderung, die mit Hülfe dieser Integrale dar- 
gestellt werden soll, offenbar im wesentlichen in der Nahe 
der belasteten Stelle vollzieht, wo r nur einen kleinen Bruch- 
teil von / ausmacht, so daß x ein ziemlich kleiner echter 
Bruch ist, konvergieren diese Reihen sehr schnell, so daß man 
sich später bei der Ausrechnung mit der Beibehaltung von 
wenigen Gliedern begnügen darf. 

Zu einer dritten Lösung der Gleichung gelangt man, in- 
dem man setzt 

f.{i)-F,Wlg* + Z,, (129) 

wobei Xj eine E\inktion von x ist, die sich wiederum durch 
eine Potenzreihe darstellen läßt. Um dies zu beweisen, führe 
man an F^ix) die Differentiationen aus, die zur Operation E* 
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gehören; man findet daim nach einigen Rechnungen zunächst 

und im ganzen erhält man daher beim Einsetzen von F^(x) 
in öl. (124) 

7 ^^ + 'B »^ E'^< W + E'^. + lg a;-F,(x) + X, - . 

Nun war aber Fi(x) bereits eine LSsung der Differential- 
gleichung (134) und hiernach heben sich in der letzten 
Gleichung die mit lg x behafteten Gliedern gegeneinander fort. 
Man behält daher für Xg die Gleichung 

E*X, + ^a + -^ ^^^f^ = . (130) 

Entnimmt man den dritten Differentialquotienten von F^ aua 

Gl. (128), so wird dies 

-.)=0. (131) 

Hat man ii^end eine Lösung dieser Differentialgleichung ge- 
funden, so darf man ihr natarlieh auCh jede beliebige 
LSsung TOD 

E*Xs+-X, = 0, 

d. h. von Gleichung (124) hinzufügen. Diese weiteren Lösungen 
sind aber bei unserem Verfahren achon berücksichtigt und es 
handelt sich nur nodi um eine partikuläre Lösung, die mit 
den früheren nichts zu tun hat. Man erhält sie, indem man 

Z, = b^x* + \3^ + bi,x"}^j ■ ■ (132) 

setzt und die Koeffizienten b so bestimmt, daß Gl. (131) be- 
friedigt wird. Da nach Gl. (127) 

bat man füi b^ die Gleichung 



2-8.4 
2'.4' ^^ ■ 
10-] 


6-7-8X' 


2'-4'.6'.8' 
11.12a:'' 


2*-4'-e' 


-8'- 10' 12' 
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118 n. Abschnitt. Elastizitätetheorie d«r Scheiben und der Platten. 



folgt. Ebenso findet man, indem man die Summe der mit x* 
behafteten Glieder in Gl, (131) gleich Null setzt, 

'^S "■ 1 769 472 ' 

Allgemein wird, wenn &, irgend einen der folgenden 

Koeffizienten bedeutet, und b^_4, dem Absolutbeträge nach 
eingesetzt wird. 

Die Vorzeichen sind abwecliBelnd positiv nnd negativ. Aus 
dieser Darstellung erkennt man, daß auch die Beihe (132), 
wenn x nicht gerade sehr groß ist, äußeret schnell konvei^ert. 
In der Begel wird es daher genügen, die Reihe mit dem 
ersten oder zweiten Öliede abzubrechen, also 

^.W - -P,(») ■ lg »^ + 4- ^ ~ , „".„»^ + ■ ■ • (134) 

zu setzen. Für 3; — wird abrigens i^i(iF) = l und daher 
F^{x) unendlich groß von der Ordnung lg (0); daher ist für 
die Anwendung, die wir von der Lösung der Differential- 
gleichung hier zu machen beabsichtigen, nachträglich die 
Konstante c, in Gl. (126) gleich Null zu setzen, so daß J'g(«) 
ganz wegfällt. 

Die vierte partikuläre Lösung F^{x) finden wir in der- 
selben Weise wie l'\(x), indem wir entsprechend Gl. (129) 
jetzt 

i\(x) = F,(x) \gx + X^ (135) 

setzen. Die weiteren Rechnungen, die sich an Gfl. (129) an- 
schlössen, spielen sich hier in derselben Weise ab. An Stelle 
von Gl (130) tritt 

E*X, + 5:, + i- ^'^ = 0, (136) 
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woraus man durch Einsetzen von Ff(x) aus Gfl. (128) 



i +■ 



(137) 



4'S'-8'-10"- 13'- 14* 
erhält. Man genügt dieser Gleichung durch 

X^ = b^x^ + b^^x^" + h^^x'* + ■■■, (138) ' 

falls man die Koeffizienten b passend hestimmt; und zwar er- 
hält man dnrch Einsetzen in 31. (137) 



h = 



(4e(S 



= 1,447 ■ 10- 



r 2,382 ■ 10- 



Jeden der folgenden Koeffizienten findet man aus den 
Torhergehenden, wenn man nur die AhsolntbetnLge einsetzt, 
nach der Formel 

und die Vorzeichen sind abwechselnd positiv und n^ativ. 
Auch die Reihe för X^ konvergiert daher sehr schnell, wenn 
X nicht allzugroße Werte annimmt. 

Im ganzen wird hiemach für z, wenn man den Koeffi- 
zienten c, in Gl. (126) aus einem vorher schon angegebenen 
Grunde gleich Null setzt. 



+ ^(^' 4'-6' + 4»-6'-8'-10' 

c l]sx-[x^-^- + ^ 1 

^4 jigJ- j_* 4'-6' ~ 4'-6'.8*.10' J 

+ 1,447 ■ 10- "a:« - 2,382 ■ 10- 'aj" + ■ 



(140) 



Es bleibt jetzt nur noch Übrig, die drei stehen- 
gebliebenen IntegrationskoDstanten CjC^c^ den Grenzbedingungen 
gemäß zu bestimmen. 
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§ 21. .Anpassung der Lösung an die Greqgbedingoogen.. 
Hier sind die beiden Fälle zu unterscheiden, ob der Hi^b- 
measer der Platte, den wir mit R bezeichnen wollen, endlich 
oder ob er so groß ist, daß er alB unendlich groß angesehen 
werden kann. Wir betrachten zunächst den ersten Fall. Die 
Orenzbedingnng am Rande besteht darin, daß sowohl die 
Kormalspatinang <s^ als die Schubspannung fQr r — B ver- 
schwinden muß. 

Wir Btellen zunächst a^ als Funktion von ^ dar. Dazu 
gehen wir aus von den Gleichungen (102) für a^ und ä^i die 
nur in Polarkoordinaten urageschiieben zu . werden brauchen, 
was genau nach der schon in § 11 gegebenen Anleitung ge- 
schehen kann. Man erhält dann 

Der Buchstabe e ist hier in anderer Bedeutung gebraucht^ &\ß 
im vorhergehenden Paragraphen; er bezeichnet hier den Ab- 
stand der betreffenden Stelle von der Mittelfläche der Platte. 
Die vorstehende Gleichung gilt noch allgemein, in unserem 
Falle ist g, unabhängig von tp und man hat daher einfacher 

,, ^»l-.(„«; + if&). (141^ 

' m' — 1 V dr' ' r dr) ■ ' 

Die eine Randbedingung läßt sich daher in der Gleichui^ 

aussprechen, die man durch Einführung der Variabetri 'x und 
e nach GL (123) des vorigen Paragraphen auch in die Form 

(»•S + ^eLj-o (1"^) 

bringen kann. 

Um einen Ausdruck für die Schnbspannung V^^ zu ge- 
winnen, die in einem irgendwo senkrecht zu r geführten 
Schnitte von der Länge ds und zwar in der Richtung der 
2-Achse übertragen wird, können wir auf die Gleiebilagea 
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(104) oder (105) zurückgreifen. Legt man die X-Achse in 
die Ridhtniig des Badius, die Y-Achae in die tangentiale 
Richtung, bo erhält man aus Gl. (105) znnäehst 

*^'-' m'^l laSrUr' ^ df) '^*' 

wobei die Differentiationen nach r nnd t so zu deuten sind, 
wie dies ifi § 11 ausltlhrlich besprochen worden war. Föhrt 
man nach der dort gegebenen Anleitung den Differential- 
quotieuten nach t aus und beachtet, daß to 1)'^^ unabhängig 
von ip ist, so erhält man 

Die zweite Randbedingung lautet daher 

wofür man auch unter Einführung der BezeichnuDgen des 
vorigen Parc^raphen 

[Ä(0+iSLr[Ä^'d=r" <"'> 

schreiben kann. 

Endlich bleibt noch, wie schon bei der am Schlüsse von 
§ 19 durchgeführten Betrachtung, die Bedingung zu erfüllen, 
daß die Suinme der Über einen kreiBfSrmigen Schnitt von dem 
sehT -ftltoön Halbmesser r = a verteilten Schubkräfte V^^ mit 
der in der Mitte aufgebrachten Last P im Gleichgewichte 
stehen muß. Das liefert nach Gl. (143) die Bedingungs- 
gleichung 

Auch ' diese Gleichung läßt sieh durch Einführung der 
Größen l, b und x auf eine bequemere Form bringen, nämlich 

ä+--|'J|)],..-2»-» + i'-0. (146) 



. ,- \jlx 
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Die drei Gleichungen (142), (144) nnd (146) dienen zur Be- 
stimmung der drei IntegratioDsbonstanten c„ c, uud c^ in Gleichung 
(140). Um sie zu verwerten, fKhre man zunächst die Operation 
E*| an e in Gl. (140) aus, jDaa macht zwar etwas längere 
Rechnungen nötig, ist aber sonst nicht schwierig. Man erhält 

+ 4 + 0,031a^ - 1,84 ■ lO~'-z* + ■-■]■ 

Differentiiert man dies, wie in Gl. (146l vorgeschrieben, 
nochmals nach x und setzt hierauf x darin gleich der sehr 
kleinen Zahl y, so heben sich 'alle übrigen Glieder fort 
bis auf 

und indem man dies in Gl. (146) einsetzt, Endet man 

"• = 8-^-,.- ('«) 

Die Konstante c^ ist daher nur von der Große der Last 
P, aber nicht von den Randbedingungen, insbesondere also 
auch nicht von dem Radius S der Platte abhängig. 

Setzt man ferner den Differentialquotienten von £*z in 
Gl. (144) ein, so gebt sie über in 

+M'sf[-Uf)'+J..(f)'--] ■('**') 

+ 4 ^ + 0,062 (^•- 12,0. 10->(f)'+..]-o) 

Bei gegebenem R und { lassen sich die in den Klammem 
stehenden Ausdrücke sofort numerisch berechnen, womit man 
eine einfache Gleichung ersten Grades zwischen den Inte- 
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123 



'(U9) 



grationskonstanten c„ c^ uod c^ erhält. Wenn R nicht gerade 
80 groß ist gegen t, daS die Platte schon als unendlich groß 
betrachtet werden kann, genügen auch die angeschriebenen 
Glieder schon vollsfändig zur nnmerischen Berechnung. 

Ans der Bedingungsgleichung (142) endlich wird, wenn 
man die Differentialquotienten von e einsetzt: 

+ '^r~96(T) +S«8 64o(l) ) 

+ '.['8f(2-Ä(?)'+ J.„(f)"— ■) 

+ 3 + 0,0243 (-^'- 16,28 • 10-'(f)']j 

+ ■^(^"96(1) + M86li7\j) ) 

+ ''.M(2-,M?)'+w4iF(?)'--) 

+ 1+0,00696(1)'- 2,11 ■ 10-''(^V--'] = 

Auch hier lassen sich die Koeffizienten der c numerisch leicht 
berechnen, wenn außer R und { auch noch die Elastizitäts- 
konstante m des Materials gegeben ist. Nachdem c^ aus 
Gl. (147) entnommen ist, findet man durch die Auflösung der 
Gl. (148) und (149) auch q und e^. Hiermit ist die Form- 
änderung der Platte vollstäudig bekannt. Um nachher noch 
die Beanspruchung des Materials, die in der Mitte am größten 
wird, zu finden, muß man di^egen so verfahren, wie es schon 
im dritten Bande für eine nur am Umfange unterstutzte kreis- 
förmige Platte geschehen ist, d, h. man muß sieh die Last P 
auf einen kleinen Kreis verteilt denken, desseu Halbmesser 
von der Ordnung der Plattendicke k ist. 

Es bleibt nun noch der andere Fall zu besprechen, daß 
der Halbmesser der Platte als unendlich groß angesehen werden 
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kann. Dieser ist eigentlich erheblich einfacher, als der vorige. 
Aber die ReihendarsteUung, di^ wir für die Funktionen F^ 
UBW. benutzt haben, eignet sich nicht für die Berechnung der 
Fnnktionswerte f3r sehr große x, die gegen imendlich kon- 
vei^ieren. In der Theorie der Besselachen Funktionen wird 
gezeigt, daß man diese Reihen auch durch bestimmte Integrtde 
ersetzen kann, an denen der CFrenzübei^ang zu ü — oo leicht 
zu bewirken ist. Davon kann aber hier kein tiebrauch ge- 
macht werden. Man könnte aich dadurch helfen, daß man 
nach den vorhergehenden Formeln auerst die Konstanten ß, 
und Cj för den Fall berechnete, daß etwa fi = 3i ist, hierauf 
für R = 6i, dann vielleicht för R = Ql usf., nötigenfells unter 
Hinzunahme weiterer Glieder für die Reibenentwickelungen. 
Dann müßte sich herausstellen, daß diese Vergrößerungen des 
Plattenhalbmessers an den Werten för die Konstanten c^ und 
c^ keine merklichen Änderungen mehr herbeiführen. Das folgt 
nämlich daraus, daß sich die Formänderung offenbar im 
wesentlichen nur auf die Nachbarschaft der belasteten Stelle 
erstrecken kann und bei stark wachsendem B. ganz unmerklich 
werden muß. Ein solches Vorgehen, bei dem eine unmittelbar 
geschöpfte physikalische Einsicht zur Ei^änznng der Rechnungs- 
grundlagen herangezogen wird, ist um so mehr zulässig, als 
man ja in der Tat die Rechnung niemals auf den Fall an- 
zuwenden beabsichtigen kann, daß der Platten halb messer wirk- 
lich unendlich groß wäre. 

Im übrigen begnüge ich mich damit, die Werte der Kon- 
stanten Cj und Cg fdr R = oo ohne den Versuch eines Be- 
weises anzugeben. Nach Hertz, der diese Berechnung vor- 
genommen hat, wird für die unendlich große Platte 

c, = xc^ und Cg = — l,1159c4. 
Die Konstante e^ gibt übrigens, wie aus Gl. (140) für x = 
entnommen werden kann, mit l multipliziert die Einsenkung 
J^Q an der Stelle an, -auf -die das Gewicht aufgebracht wird. 
Bezeichnet man' diese. Einsenkung, die übrigens, wie schon aus 
der phjsilralischen Betrachtung hervorgeht, größer sein muß 
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als an : jeder anderen Stelle, als den ,;BiQgungapfeil" f, so 
erhält man für die unendlich große Platte 

f-i,'- («•» 

Zur weiteren Erläuterung lasse ich hier noch ein Zahlen- 
heispiel folgen. Dem Leser der sich durch die ganze hier 
gegebene Entwiokelung durchgearbeitet hat, empfehle ich aber, 
außerdem auch noch die angeführte Abhandlung von Hertz selbst 
durchzusehen, da diese noch mancherlei Einzelheiten bringt, 
i)ie ich hier übei^ehen muß. 

§ 22. Behandlung eines Beispiels. 
Eine Eisenplstte von 25 cm Durchmesser und 2 cm 
Dicke liegt auf einem Boden, der untei" einem Drucke von 
— ^ eine Einsenkung von 0,25 mm erfahrt. In der Mitte 
wird eine Belastung von 2000 kg aufgebracht. Der Elastizitäts- 
modul des Eisens sei zu 2 000 000 --''" 



teilt sich der Druck über die ganze Fläche, wie groß ist die 
Einsenkung in der Mitte und wie groß ist die Beanspruchung 
des Materials der Plattet 

Vor allem wird man die Länge l nach Gl. (121) berechnen, 
durch die das physikalische Verhalten der Platte in den Formeln 
der vorhergehenden Paragraphen ausschließlich gekennzeichnet 
ist. Nimmt man m zu Sy^ an, so erhält man, da 

£-2000000^, oBd J_!i5;^_40Ä 

nack ai. (121) 

Die letzte Stelle ist übrigens wegen der Unsicherheit, in 
der man sieh über die genaueren Werte der Konstanten m, E 
und It befinden wird, ganz bedeutungslos. Da nun der Halb- 
messer der Platte B = 12,5 cm beträgt, sind wir berechtigt, 
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in deu Formeln des vorigen Paragraphen zur Berechnung der 
Konstanten c das Verhältnis y gleich 1 zu setzen. 

Zunächst erhält man nach Gl. (147) mit l = 12,5 cm 
c, - g-^-j, = 0,00 102 

und zwar ist c^, ebenso wie c, und c^ eine unbenannte ZahL 
In den Gleichungen (148) und (149) können die Glieder mit 
den höheren Potenzen von -j weggelassen werden, da sie einen 
Beitr^ liefern, der schon zu klein ist, um in Betracht zn 
kommen; außerdem ist zu beachten, dafi lg - hier zu Null 
wird. Setzt man in Gl. (149) m — 'S'/g, so gehen die beiden. 
Gleichungen über in 

- 0,5 c, - 0,25 c^ + 4,062 c, = 

- 0,687 c, + 8,483 c, + 1 1,088 c^ = 0. 
Die Änflösung der Gleichungen liefert 

Ci = 8,44ci; Ca = -0,63cj 

oder nach Einsetzen des Wertes von c^ 

c, = 0,0086 ; Cj-- 0,00 064 . 

Setzt man diese Werte in Gl. (140) ein und läßt dabei jene 
Glieder weg, die nicht mehr in Betracht kommen, weil x nur 
zwischen und 1 liegen kann, so erhält man 

z = 0,0086 (l - g - 0,00 064 x^ + 0,00 102 «Mg a; . 

Der Äuflagerdmck q für die Flächeneinheit im Abstände r- 
von der Mitte ist zunächst nach den Gleichungen (H*^) 
und (132) 

q -= Jclz 

und daher beim Einsetzen der Zahlenwerte in kg für 1 cm* 

«-^.i'(i-ii(;T)-»''^(0"+°."(f)''8f 
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In der Mitte, also för r =- wird 

3o = 4,3 kg cm-* 
und am Rande, also für r = iJ = i 

Die Druckverteilung weicht daher bei einer 
Platte, deren Halbmeeser gerade gleich der Länge / 
ist, noch wenig von der gleichförmigen ab. 

Die Einseokung in der Mitte ist gleich c^l, also hier 
gleich 0,107 cm. Für die Berechnung der Biegungsbean- 
epruchung der Platte gehen wir von Gl. (141) aus. In der 
Mitte wo die Beanspruchung odenbar am größten wird, sind 
nämlich a^ und e, einander gleich, so daß wir ö, nicht be- 
souderB zu berechnen brauchen. Setzen wir in Gl. (141) das 
darin vorkommende « =- y, so ist zunächst 

mEh {„dX- 1 d£,\ 

wofür auch mit Benutzung der Veränderlichen cc und g an 

Stelle von r und ^ 

mEh 1 d*e , 1 dz\ 

gesehrieben werden kann. Mit Benutzung des vorher auf- 
gestellten abgekürzten Ausdrucks für z erhält man 

^ 0,00 054 X* - 0,00 026 x + 0,00 204 xigx 

~ = - 0,00 162 x' + 0,00 178 + 0,00 204 lg x . 

Bei kleinen Werten von x kommt es in beiden DifFerential- 
quotienten nur auf das mit lg;c behaftete Glied an, das fSr 
a; = sogar unendlich groß wird. Wir müssen aber beachten, 
daß sich die Last P nicht in einem einzigen Punkt überträgt, 
sondern sich über eine kleine Fläche verteilt, deren Durch- 
messer wir jedenfalls nicht kleiner als die Plattendicke h an- 
zunehmen haben. Zur Berechnung der Beanspruchung können 



3vGooglc 



XäS n. Abschnitt. ElagtmtätBtbeorie dti Scheiben und der Platten. 

wir daher x = ^,- setzen und erhalten damit 

"- i{Z^^l (*" " 0,00178 - 0,00026 

.+ lg J^j (m . 0,00 204 + 0,00 204)) 
oder, wenn man «lie Zahlenwerte einsetzt, 

^Tach dem in Band HI besproclienen Kähei-ungBver&hren 
würde man die Beanspruchung in der Mitte zu ■ 

einzuschätzen haben. Der Unterschied ist daher recht erhel>- 
lieh. Man muB aber bedenken, daß der Ansatz x = hj2l, YOn 
von dem wir hier zur Berechnung Ton tf^ ausgegangen sind, 
ebenfalls nur eine sehr willkürliche Schätzung bildete. In 
vielen Fällen wird es richtiger sein, x noch etwas größer an- 
zunehmen; dann wird «^ kleiner gefunden, so daß es sich nicht 
mehr so viel von dem nach der Käherungstheorie gefundenen 
Werte unterscheidet. 

Endlich mag noch berechnet werden, wie sich die 
Druckverteilung gestaltet, wenn die Platte doppelt 
BO groß ist, als zuvor, also für B = 25 cm = 2i, während 
sonst nichts geändert sein soll Die Konstante c^ behält dann 
ihren früheren Wert; die Gleichungen 1|(1 48) und (149) zur 
Berechnung der Konstante Cj und f, liefern dagegen 

- 0,826 c, - 1,980 Cj + 1,208 c^ = 

- 2,665 c, + 5,745 c^ + 16,37 c^ = 0. 
Durch Auflösen der Gleichungen erhält man 

Ci = 3,93 Cj und c^ 1,03 c^ 

und nach Einsetzen des Wertes von e^ 

q - 0,00400 und <^ 0,00105. 
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In Gl. (140) für s muß man, da jetzt x zwischen und 
2 liegt, ein Glied mehr in einzehien Reihen berücksichtigen, 
als zuvor, um eine genügende Genauigkeit zu erzielen. Nach 
Einsetzen det Konstanten findet man 

. = 0,004 (l-^)~ 0,00105 (^»-^-) 

+ 0,00102 jlg:r[a;* - //J + 1,447.10-VJ ■ 

Der Auf Ugerdruct 9 wird daraus wieder durch Multiplikation 
mit Id erhalten; also in kg für 1 qcm 

S-2(l-£)-0.52°(«'-5i;) 

+ 0,61 jlgi («' - jQ + l,447.10-'i<) . 

In der Mitte, also für a; = 0, wird 

und am Rande, also für )■ — ü oder 3^ — 2, wird 

Bei einer Platte, deren Halbmesser das Doppelte 
der Konstanten l beträgt, findet demnach schon eine 
beträchtliche Abnahme des Auflagerdrucks von der 
Mitte nach dem Rande hin statt. Das gilt ganz un- 
abhängig von dem besonderen Beispiele, das hier der 
Anschaulichkeit wegen zu Grunde gelegt war. Zugleich 
bemerkt man, daß sich die Konstanten c^ und c^, als Vielfache 
von C4 ausgedrückt, jetzt schon den zuvor nach Hertz filr die 
unendlich große Platte angegebenen Werten ziemlich genähert 
haben. Wenn man die Rechnung für B = 37 wiederholen 
wollte, würde man sich überzeugen können, daB die Annähe- 
rung an jene Grenzwerte hei wachsendem if immer enger wird. 

Anmerkung. Bei einer Platte von unendlich großem Halb- 
messer betrugt nach der Berechnung von Hertz die Eiaaenkung im 
Abstände / von der Mitte 0,646 f, im Abstände 2/ ist sie 0,258 f 
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und im Abstände 31 gleich 0,066 f, wenn man mit f die Ein- 
senkung in der Mitte selbst bezeichnet. Im Abstände 3,887 t von 
der Mitte wird die Einsenkung zu Null und darüber binaus 
negativ. In größeren Abständen folgen sJcb dann in Perioden 
von n 1/2 ■ l beständig Hebungen und Senkungen aufeinander, jedoch 
mit sehr schnell abnehmenden AmpUtuden. Die Platte wird 
durch die Belastung daher In ein vollständiges System kreisrunder 
Wellen verworfen. - — Daß in einem größeren Abstände von der 
belasteten Stelle wieder Hebungen von geringem Betrage statt- 
finden, steht übrigens in Übereinstimmung mit dem gleichlautenden 
Ergebnisse, zu dem wir schon im dritten Bande fllr die Stäbe auf 
nachgiebiger Unterlage gelangt waren. 



§ 23. Die elastlaohen Sahwidgungeii der Platten. 
Die Theorie der elastischen Schwingungen, die eine Platte 
auszuführen vermag, wenn sie irgendwo einen Stoß rechtwinklig 
zu ihrer Ebene erlitten hat und hierauf sich selbst Oberlassen 
wird, schließt sich sehr eng an die vorbergehenden Betrach- 
tungen an. Führt man nach dem Prinzip von d'Alembert 
Trägbeitskräfte ein, die fQr ein Plattenelement von der Fläche 
dF gleich 
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zu setzen sind, wenn /i die auf die Flächeneinheit bezogene 
Masse der Platte bezeichnet, so kann man die augenblickliche 
Gestalt der Platte als eine Gleichgewichtslage behandeln, die 
durch die Trägheitakräfte als Lasten hervorgebracht wird. Die 
Biegungsgleichuug der Platte (106) liefert dann unmittelbar 
die Scbwingungsgleichung, nämlich 

-■J.'';(«; + 2 ä'eL + ^M+^l-^.O. (151) 

m'—l 12\cx* ' dx'dy^ ' cyV ' '^ et' ^ ' 

Man erhält eine Lösung dieser Gleichung wenn man 

U - U ™ «' (152) 

setzt, worin jetzt ^' eine Funktion bedeutet, die von ( un- 
abhängig ist und die, wie sich durch Einsetzen in 61. (151) 
ergibt, der Gleichung 
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genügen muß. Diese Gleichung ist aber von ganz ähnlicher 
Art wie die Gleichnng der Platte auf nachgiebiger Unterli^e. 
Der Hauptunterschied besteht nur darin, daß das letzte Glied 
der linken Seite, das ^' selbst enthält, hier negativ ist, während 
ea bei der anderen Untersuchnng positiv war. Dieser Unter- 
schied ist zwar nicht unwesentlich; aber er hindert doch nicht, 
daß man die Aufgabe auf dieselbe Art behandeln kann, wie 
die vorige. 

Beschränkt man sich z. B. auf die Schwingungen, die eine 
kreisförmige Platte in der Weise ausführen kann, daß &,' nur 
eine Funktion des Abstandes r von der Mitte ist, so läßt sich 
Gl. (153) mit den in § 20 eingeführten Bezeichnungen ent- 
sprechend der Gl. {120) in der Form 

^ S^'S.- -/•«■«.■ -0 (154) 

anschreiben oder auch mit Einführung einer einzigen Kon- 
stanten l, die eine Länge ist, nämlich 



in der der Gleichung (122) entsprechenden Form 

l*E%--t^- = 0. (155) 

Auch die weitere Behandlung der Gleichung kann in der- 
selben Weise fortgesetzt werden, wie in § 20, Die partikulären 
Lösungen, die sich durch Besselsche Funktionen oder unmittel- 
bar durch die diesen entsprechenden Reihenentwickelungen 
darstellen lassen, fallen hier zwar etwas anders aus, als in 
§ 20, sind aber von ähnlicher Art und lassen sich in derselben 
Weise wie dort ermitteln. Ich gehe darauf jetzt nicht näher ein, 
weil mir die Theorie der Plattenscbwingungen fllr den Tech- 
niker von geringerem Wert zu sein scheint, als die in § 20 be- 
handelte ähnliche Aufgabe. 

Jedem Werte von u in Gl. (152) entspricht übrigens eine 
besondere Schwingungsdauer T= 27t/a oder eine entsprechende 
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Tonhöhe der von der schwingenden Platte ausgesendeten Schall- 
wellen. Und jedem Werte von u ist auch ein anderer Wert der 
Eonstanten t zugeordnet. Hierdurch ist ein einfaches Mittel ge- 
geben, die theoretische Lösung der Aufgabe mit dem Versuche, 
nSmliph mit den durch die Versuchsanordnung von Chladni her- 
gestellten Klangfigureu zu vergleichen, die sich auf einer schwingen- 
den Platte ausbilden, wenn man sie mit einem feinen Pulver be- 
streut hat. Die Pulverkö rochen sammeln sich an jenen Stellen an, 
für die fu' gleich Null wird, d. h. in konzentrischen Kreisen, deren 
aufeinanderfolgende Eadien von der Konstanten I und hiermit 
von der Tonhöhe abhßngig sind 

Das physikalische Interesse, das sich an die Lösung der 
Gleichung (155) knüpfte, hat bewirkt, dafi man sich mit der 
Theorie der Platten Schwingungen schon vor fast 100 Jahren zu 
beschäftigen anfing. Im Jahre 1850 hat dann Kirchhoff eine voll- 
ständige Lösung für die kreisförmige Platte gegeben, die auch 
noch andere Schwingungen als die vorher erwähnten umfaßt; darauf 
noch weiter einzugehen, liegt aber hier kein Grund vor. 



§ 24. Dünne Platten mit grofier Aosbiegong. 
Bei der Ableitung der Biegungsgleichung der Platte in 
§ 17 wurde vorausgesetzt, 9aß die Ordinate ^ der Biegungs- 
äSche klein gegenüber der Plattendicke h bleibe und alle 
Entwickelnngen der §§17 bis 23 sind nur so lange gQltig, 
als diese Voraussetzung zutrifft. Jetzt wollen wir den ent- 
gegengesetzten Fall betrachten, nämlich eine Platte oder ein 
Blech von so geringer Dicke, daß die Äusbiegiingen unter dem 
Einflüsse der Lasten weit gröBer sind, als die Dicke h. Der 
Biegunga widerstand, der proportional mit Ä* ist, wird dann eben- 
falls äußerst klein, so daß der Körper nahezu so betrachtet 
werden kann, als wenn er absolut biegsam wäre. Voraus- 
gesetzt wird übrigens, daß die Platte im unbelasteten 
Zustande nicht angespannt ist, so daß alle Span- 
nungen nur von den lotrecht zur Platteaebene wir- 
kenden Lasten herrühren. Den anderen Fall, in dem eine 
biegsame Kaut ähnlich wie ein Trommelfell von vornherein 
angespannt ist, werden wir noch an einer anderen Stelle (§ 30) 
behandeln. 



.yGoogIc 



g 84. Dfinne Platten mit großer Ausbiegung. 133 

Nun muß ich von vornherein bemerken, daß die rein 
theoretische Unterauehung der dünnen Platte mit großer Aus- 
biegung große Schwierigkeiten macht. Die Aufetellung der 
Difierentiftlgleichur^en, von denen die LöBung abhängt, ist 
zwar noch verhältnismäßig einfach. Diese Gleichungen sind 
aber nicht linear, so daß brauchbare Lösungen nicht leicht 
davon zu gewinnen sind. Darin ist wohl auch der Grund da- 
fUr zu suchen, daß die Aufgabe bisher, soweit mir bekannt 
ist, noch nicht in Angriff genommen wurde. Durch solche 
IntegrationBsehwierigkeiten darf man sich aber bei Fragen, die 
durch ein praktisches Bedürfois hervorgerufen werden, 
von einer Behandlui^ nicht abhalten lassen. Wenn auch die 
rein mathematische Untersuchung nicht vollständ^ zu dem 
gewünschten Ziele führt, so vermag sie doch wichtige Auf- 
schlüsse zu geben, die in Verbindung mit den aus der Beob- 
achtung zu gewinnenden Angaben zu einer für praktische 
Zwecke vollständig ausreichenden Beantwortung der Frage zu 
führen vermögen. Ein solches Zusammenwirken beider Er- 
kenntnisquellen, des Versuchs einerseits und der mathematischen 
Deduktion andererseits wird auch im vorliegenden Falle nötig 
und zugleich ausreichend sein, um brauchbare Lösungen zu 
gewinnen. Als Vorarbeit dazu sind die nachfolgenden Er- 
örterungen zu betrachten. 

Da die Plattendicke k jetzt sehr klein gegen die vor- 
kommenden Äusbiegungen £ sein soll, können wir £ als kon- 
stant über die ganze Plattendicke betrachten, so daß es nur 
noch eine Funktion von x und y ist. Der Zeiger in ^^ 
der früher auf die Mittelfläche hinwies, kann daher jetzt weg- 
gelassen und an Stelle von g^ kann einfach g geschrieben 
werden. Im übrigen soll jedoch auch jetzt noch g als klein 
gegen die Länge und Breite der Platte betrachtet werden; nur 
mit dem Vorbehalte, daß h von noch höherer Ordnung klein 
ist, 80 daß gegenüber der früher in | 17 gemachten Annahme 
beide jetzt die Rollen miteinander vertauscht haben. 

Der unter diesen Umständen in der Platte auftretende 
Spannungszustand ist von ganz anderer Art, als der früher 
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besprochene. Jene SpannungBanteile, die früher vemachläsBigt 
werden durften, spielen jetzt die Hauptrolle, während um- 
gekehrt jene, auf die früher ausschließlich oder wenigstens in 
erster Lioie zu achten war, jetzt so unbedeutend sind, da& sie 
g^en die anderen zu Temacfalässigen sind. 

Insbesondere muBjetztauchaufdieVer Schiebungen 
I und Tj parallel zur Plattenebene geachtet werden. 
Diese sind zwar offenbar von höherer Ordnung klein, als die Aus- 
biegungen t, so "JaB bei der Untersuchung der dickeren Platten 
Ton.- ihnen abgesehen werden konnte. Hier aber, wo die ^ 
an sich schon größer sind, können auch die Verschiebungs- 
komponenten ^tj etwas größere Werte annehmen, und da sich 
herausstellen wird, daS die Dehnungen in der Plattenebene, so 
weit sie von der Ausbiegung t abhängen, von der Ordnung 
{d^lfxf sind, kommen die von | und >; herrDhrendeu, die von 
der Ordnung d%jdx sind, daneben als vollkommen gleichberechtigt 
in Betracht, Wir wollen zuimchst die durch £ allein hervor- 
gebrachten Formänderungen eines Plattenelementes untersuchen 
und später die von | und tj herrührenden hinzuittgen. 

In Abb. 17 steUt MM 
einen in der Richtung der XZ- 
Ebene durch die Platte gelegten 
Schnitt dar. Diese Abbildung 
entspricht im übrigen der Ab- 
bildung 13, S. 99, die den Ent- 
wickelungen in § 17 zu Grunde 
gelegt wurde, nur mit dem 
Unterschiede, daß man sich die 
Plattendicke so gering denken 
muß, daß sie von der Ordnung der Strichdicke ist. Falls wir 
jetzt nur die Senkungen £ ins Auge fassen, wird aus der 
Strecke dx eine Strecke ds, die sich nach dem Pjthagoi^schen 
Satze zu 

.» = v-S'+T? = ^-yTTlF = ^. (1 + 1 (fi)) 

berechnet. Beim Ausziehen der Quadratwurzel ist darauf zu 
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achten, daß nach unseren Voraussetzungen r£/^x ab klein 
gegen 1 angesehen werden kann. Hiemach würde die aaf 
die Längeneinheit bezogene Dehnung in der Mittelfläche zn 

gefanden. In § 17 durften wir diese Beträge gegenüber den 
in den Gleichungen (101) festgestellten Dehnungen 

^=-^?l und £ =-^P; 

vernacbläBsigen. Jetzt ist aber umgekehrt der Faktor e von 
höherer Ordnung klein als c^lcx, während c*^/ix^ mit c^/8x 
von gleicher Größenordnung ist. Wir erkennen daraus, daß 
wir jetzt berechtigt sind, die durch die Biegung 
hervorgerufenen mit e proportionalen Dehnungsan- 
teile gegenüber den in den Gleichungen (156) ange- 
gebenen zn vernachlässigen. Auch die zugehörigen Span- 
nungen a^ und a^ sind daher als unabhängig von e und daher 
als gleichmäßig über die ganze Plattendicke k verteilt zu be- 
trachten. 

Zu den in den Gleichungen (156) angeführten Dehnungen 
kommen aber noch jene, die von den elastischen Verschiebungen 
|i} parallel zur Plattenebene herrühren und jm ganzen hat 
man daher 



nr+^i^ ^=1©'+^;- ('") 



■iK + 



Ffir die Spannungen u^ und ffj, erhält man hieraus nach 
dem Elastizitätsgesetze die Ausdrücke 

Denkt man sich femer von irgend einem Punkt« der 
Mittelfläche ausgehend im ursprünglich ebenen Zustande der 
Platte zwei Linienelemente Ac und djf parallel zu den posi- 
tiven Koordinatenachsen gezogen, die die Katheten eines recht- 



»[HD" 
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winkligen Dreiecks bilden, deBsen Hypotenuse ds = Ydx^ + dy* 
ist, 80 geht dieees Dreieck durch Änafühnmg der Senkungen 
g in ein anderes Dreieck über, das nicht mehr genau recht- 
winklig ist. Die Änderung, die der ursprünglich rechte 
Winkel erTährt, sei mit y bezeichnet. Man berechnet y leicht^ 
indem man zuerst die neuen Seitenlangen feststellt und hierauf 
den Kosinussatz auf das neu entBtaadene Dreieck anwendet. 

Aus der Kathete dx wird da;T/l + (.-j, aus dy ebenso 
rfyl/l + (a ) ond aus ds wird 

An Stelle des cos des um einen Rechten ein wenig abweichen- 
den Winkels kann man sin y oder auch,' da y klein ist, kurz 
y schreiben. Der Eosinussatz fQr das neu entstandene Dreieck 
lautet daher 

- dx' + d3? (1^)' + df + rfy' (^^)' - 2dxiyr, 

denn im letzten Gliede der rechten Seite braucht man auf die 
Änderungen der Seitenlangen dx und dy nicht zu achten, da 
sie zu Glliedem führen würden, die Ton höherer Ordnung klein 
wären. Die Gleichung liefert naeh Fortheben der beiderseits 
gleichen Glieder 

■^ ex dy 

Dabei bedeutet ein positirer Wert von y eine Verkleine- 
rung des ursprünglich rechten Winkels. Eine solche Ver- 
kleinerung wird aber auch durch die Verschiebungen |»; her- 
beigeführt, die wie bekannt (siehe Gl. (277), Band III) gleich 

dv "^ d'x 

ist und im gajizen erhalten wir daher für die Winkeländerung y 
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nnd tut die Schubspannungen t^^^ und r^^ finden wir nach dem 
Elastizitätagesetze 

Nach diesen Vorbereitungen können wir zur Aufstellung 
der Gleichgewichtsbedingungen fUr die an einem rechteckigen 
Plattenelemente angreifenden Spannungen schreiten. Eine neue 
Figur ist dazu nicht nötig; wir können vielmehr auf Abb. 14, 
S. 101 verweisen. Doch ist jetzt zu berücksichtigen, daß die 
NonualBpannung s^ wegen der merklichen Durchbiegung g nun 
auch eine vertikale Komponente liefert, die für das Rechteck 
vom Inhalte kd^ gleich 

a l^- bdy 

gesetzt werden kann. Auf der gegenüber liegenden Schnitfc- 
ääche tritt eine entsprechende Komponente auf, die sich von 
der vorigen um ein Differential unterscheidet und ent^fegen- 
gesetzt gerichtet ist. Die algebraische Summe beider Kompo- 
nenten kann daher gleich 

gesetzt werden. Bei positivem Werte gibt dieser Ausdruck 
eine nach abwärts, also im Sinne der positiven ^-Achse 
wirkende Kraft an. Ebenso lassen sich auch die vertikalen 
Komponenten der Xormalspannungen a^ auf den beiden anderen 
Schnittflächen zusammenfassen und die Summe beider Aus- 
drücke wird nachher in die Gleichung einzusetzen sein, die 
das Gleichgewicht g^en Verschieben in der Richtung der 
^- Achse ausspricht. 

Diesen Werten gegenüber sind die Kräfte 
SF„ gF,, 

die früher bei der dickeren Platte das Gleichgewicht gegen 
Verschieben im Sinne der Lasten p herzustellen hatten, wie 
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aus den Öleichungen (104) und (105) hervorgeht, bei den 
. jetzt hinsichtlich der Größenordnung der h und £ umgekehrten 
Verhältnisse zu Temachlässigen. Äußer den N^ormalspannungen 
kommen daher in den Schnittflächen nur noch die Schub- 
spannnngen t^^ und t^, in Betracht, die ebenso wie die e^ 
und 0y als unabhängig von e anzusehen sind. 

Auch diese Schubspannungen haben vertikale Kompo- 
nenten, die von gleicher Größenordnung mit den yorhw unter- 
suchten und daher in die Gleich gewiohtsbedingung gegen Ver- 
schieben mit aufzunehmen sind. Auf der Seitenfläche hd^ hat 
die Schubspannung die vertürale Komponente 

»' dy 

und beim Zusammenfassen mit der entsprechenden Komponente 
der gegenüberliegenden Schnittfläche erlült man als algebra- 
ische Summe 



ftrfS, 



jhdxdy. 



Wenn dieser Ausdruck positiv ist, bedeutet er nach den 
allgemeinen Zeichenfestsetzungen eine nach abwärts, also im 
Sinne der positiven X-Achse wirkende Kraft. Bildet man in 
derselben Weise die Summe der vertikalen Komponenten der 
Schub Spannungen auf den beiden anderen Schnittflächeu und 
setzt hierauf die Summe aller in der Richtung der Z-Aehse 
gehenden Kräfte gleich Kuli, so erhält man 

l (,, f- + r a + ? (., ,« + r » + £ - 0. (160) 

Dabei ist mit A dividiert und an Stelle von t^ oder r ein- 
facher r geschrieben; unter p ist wie früher die Flächendichte 
der Belastung zu verstehen. 

Das Gleichgewicht g^ea Verschieben in den Richtungen 
der horizontalen Koordinatenachsen führt zu denselben Gleich- 
ungen, wie bei einer Scheibe, nämlich 



du dy 
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Fülirt man schließlicti noch in Gl. (160) die Differentiatio- 
nen aus und beachtet die GleichuDgeu (161), so yereinfacht sie 
sich zu 

ff,P. + ff.l^. + 2xJ^ + I- = 0. (162) 

Wir haben jetzt die, 6 Gleichangen, die zur Bestimmnng 
der sechs unbekannten Funktionen %i\ta^6^T im Zusammen- 
hange mit den Grenzbedingungen ausreichen, nämlich die 
Gleichungen (158), (159), (161) und (162). Um die Zahl der 
Unbekannten zu vermindern, kann man in derselben Weise 
wie früher bei der Scheibe eine Spannungsfnnktion F einführen, 
indem man 



' dy* ' * Sx" dxdy 



(163) 

Betzt, womit die Gleichungen (161) befriedigt sind. Gleichung 
(162) schreibt sich damit in der Form 

3a'cy'^ Sy'ga!' "^ dxdydxdy^ h "" ^'■°^> 

Eine zweite Gleichung, die nur noch die unbekannten 
Funktionen F und g enthält, läßt sich aus den Gleichungen 
(158) und (159) durch Elimination von | und ij gewinnen. 
Man löst dazu die Gleichungen (158) nach d%ld3> und ?r}l'cy 
auf und setzt diese Werte in die aus Gl. (159) durch Diffe- 
rentiation nach X und y erhaltene Gleichung ein. Die Aus- 
führung der Bechnung, die keine Schwierigkeiten macht, liefert 

dx'^ dx'dy'^ cy* ydxSyl ax' dy'J ^ -' 

Um bei gegebenem p den Spannungs- und Formänderungs- 
zustand der dünnen Platte zu finden, hätte man zunächst 
Funktionen F und g za suchen, die den Gleichungen (164) 
und (165) genügen, hierauf durch Zurückgehen auf die Gleich- 
ungen (158) und (159) auch % und ij zu ermitteln und die in 
den Lösungen willkürlich gebliebenen Funktionen oder Kon- 
stanten so zu bestimmen, daß überall am Rande lijg zu Null 
werden. Das iet nnn freilich im allgemeinen nicht ausführbar. 
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Eine Erleichterung wäre dadurch leicht herbeizufuhren, de& 
man zunächst F und £ nur so bestimmt, daß Gl. (165) be- 
friedigt und die Grenzbedingungen erfüllt werden, worauf man 
Gl, (164) nachträglich dazu benutzen könnte, die Belastunga- 
verteilung, nämlich p als Funktion von x und y zu ermitteln. 
Man hätte dann wenigstens für diese . bestimmte Lastverteilung 
die Aufgabe streng gelöst. 

Aber auch in dieser Form ist die Aufgabe immer noch 
sehr schwierig. In den einfachsten Fällen kommt man zwar 
auf diesem Wege zum Ziele, so namentlich bei der kreisför- 
migen Platte mit ringsum symmetrischer Belastung, auf die ich 
nachher noch zurückkommen werde. Noch einfacher wird die 
Lösung für die mittleren Teile einer rechteckigen 
Platte gefunden, von der eine Seite viel länger ist, als die 
andere, so daß sie als unendlich lang betrachtet werden kann. 
Legt man die X-Achse in die Richtung der Lsngseit« durch 
die Plattenmitte, so kann für nicht sehr große x der Span- 
nungs- und Formänderungszustand als unabhängig von x be- 
trachtet werden. Man darf daher 

P- = 0, ^"--0, 1 = 0, ^"'--0, -^-^ = 0, T-0 
ex ' 3x ' ' ' öx 'ex ' 

setzen und findet zuerst aus den Gleichungen (161), daß a^ 
eine Eonstante ist, während Gl. (162) in 

übergeht, woraus für ein konstantes p die Ausbiegung t, als 
Funktion zweiten Grades von y gefunden wird, d. h. ein Schnitt 
durch die Mittelfläche in der Richtung der F2-Ebene geht in 
einen Parabelbogen über. Aus den Gleichungen (158) folgt 
zunächst e^ = •'j,/™ ^^^ femer 

2 \dy} "^ cy y m'E 

woraus in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung, die 
zuvor mit Berücksichtigung der Grenzbedingungen c^jcy = 



3vGooglc 



g 24. Düime Platten mit großer Änabiegung. 141 

för y =•<) und £ — für y — 6 (wenn 6 die halbe Breite der 
Platte bedeutet) integriert wird, 

folgt. Eine nochmalige Integration liefert 

Die Integrationskonstante C muß gleich N^nll gesetzt 
werden, weil i; für t^ ■= der Symmetrie wegen verschwinden 
muß. Endlich bleibt noch die Orenzbedingung ?j — für 
y = 6 zu erfüllen, aus der man durch ÄuÜösen nach a^ 



-fa(I.-«f"K ' ('<«') 



erMlt, womit die Aufgabe gelöst ist. Über den Spannungs- 
ond FormänderungszuBtand in der N^ähe der Schmalseite der 
Platte vermag aber diese Betrachtung natürlich keinen Auf- 
schluß zu geben. 

Nun könnte es wohl sein, daß sich auch noch für einige 
andere einfache Fälle auf dem bisher besprochenen Wege eine 
Lösung finden ließe. Im allgemeinen und auch schon für den 
praktisch sehr wichtigen Fall der rechteckigen Platte wird es 
aber nötig sein, das Experiment zu Hülfe zu nehmen. Dazu 
hätte man mit Hülfe von Feinmeßapparaten die Vei-schiebungs- 
komponenten |i}S für eine Reihe von Punkten unmittelbar zu 
messen. Trägt man die Messungeresultate graphisch auf, so 
wird es möglich sein, |i;g wenigstens ungefähr als Funktionen 
von X und y durch einfache Ausdrücke darzustellen. Wenn es 
möglich wäre, die Funktionen 6ij£ durch solche Messungen 
genau zu ermitteln, bedürfte es keiner weiteren theoretischen 
Betrachtungen mehr, da mit !?;£ auch die Spannungen nach 
den Gleichungen (158) und (159) bekannt wären. Durch 
Messungen allein lassen sich aber diese Funktionen nicht mit 
genügender Annäherung darstellen. Setzt man die zunächst 
erhaltenen Ausdrücke in die hier aufgestellten Gleichungen ein, 
80 werden sich Widersprüche herausstellen. Man wird daher 
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Verbesserungen anzubringen haben, um diese Widerspruche zu 
yermindem, wenn es auch nicht möglich sein wird, sie voll- 
ständig zum YerBchwiuden zu bringen. Bierbei kann man 
noch je nach der Lage des Falles auf verschiedene Art voi^ 
gehen, um zu einer hinlänglich genauen Lösung zu gelai^^en. 
Für den Fall der kreisförmigen Platte soll dies noch 
etwas näher besprochen werden. 

Setzt man unter der Voraussetzung, daß p, £ und F nur 
Funktionen des Abstaades r von der Mitte der Platte sind, 
die Gleichungen (164) und (165) nach der in § 11 besproche- 
nen Anleitung in Polarkoordinaten um, so geht die erste von 
ihnen Über in 

d'F id; , 1 dF d'tp_f, 

är' ' r dr'^ r d,-'dr''^ '. ~ 

wofür man auch einfacher 

sehreiben kann. Für ein konstantes p ließe sich die Gleichung 
sehr einfach einmal integrieren; wir wollen aber jetzt an- 
nehmen, daß p noch irgend eine Funktion von r sein kann 
und daher die Gleichui^ so stehen lassen. 

Gleichung (165) geht durch die Umsetzung in Polar- 
koordinaten über in 

(dl i_dY „ pÜC^ ^±(^1\' 

Ur» "^ r dr) ^ ~ ^ r drdr^ 2rdr\dr} 

Multipliziert man mit r und integriert einmal, so erhält man 

Die Integrationskonstante K ist gleich Null zu setzen, weil für 
r = auch dt/dr zu Null werden muß. Wenn man sich der 
Bedeutung von F erinnert, kann übrigens, nebenbei bemerkt, 
Gl. (168) auch in der Form 



•dr 



(•- + «.) = -|(g)" 
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angeschrieben werden. Da eine all gern eine Integration der 
simultanen Gleichungen (167) und (168) in geschlossener 
Form nicht möglich ist, muß man sie auf andere Weise zu 
benatzen suchen. Das kann zunächst so geschehen, wie es 
vorher schon beschrieben war. Man nimmt für d^/dr ii^nd 
eine passend erscheinende Funktion von r an, worauf man 
GL (168) ohne Schwierigkeit integrieren kann. Die eine der 
dabei auftretenden Integrationskonstanten ist hierauf so zu 
bestimmen, daß die Dehnung e, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, der Ausdruck a, a^ für r ■=- a (a ^ Plattenhalb- 
messer) zu Null wird. Dann setzt man F und £ in GL (167) 
ein und bestimmt dadiirch die Lastverteilung (nämlich p als 
Funktion von r), für die die angenommene Losung genau zu- 
trifft. Hierdurch läßt sich immerhin eine Reihe von IHllen 
streng erledigen. 

Auch hier ist es aber vorteilhafter, einen Versuch zu 
Hülfe zu nehmen, indem man t ^1^ Funktion von r durch 
Messung ermittelt, was ja mit genügender Annäherung leicht 
möglieh ist. Dann verfährt man genau wie vorher beschrieben. 
Die Probe auf die Genauigkeit, mit der man g ermittelt hat, 
wird durch die Gl. (167) geliefert. Man wird dann p aus 
dieser Gleichung etwas- anders finden, als es tatsächlich bei 
dem Versuche aufgebracht war und durch geringe Abänderungen 
der anfänglich angenommenen Funktion wird man leicht eine 
genügende Übereinstimmung herstellen können. 

Eine andere Anwendung können diese Gleichungen finden, 
wenn man p von vornherein Oberhaupt nicht kennt, sondern 
es erst durch einen Versuch zu bestimmen beabsichtigt. Man 
hat z. B. in den letzten Jahren mehrfach Versuche angestellt, 
um den Bodendruck in einem Getreidesilo zu ermitteln. 
Schließt man nun die untere Öfi'nung eines kreisförmigen 
Schachtes mit einer Platte, die so dünn ist, daß die Ausbi^- 
ungen, die sie erfährt, erheblich größer sind, als die Platten- 
dicke und mißt die Äusbiegungen g nach Füllen des 
Belmlters, so kann man nach vorheriger Integration von 
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Gl. (168) die Verteüung des Bodendruckes aus GL (167) 
leicht entnelimea. 

Aus den allgemeinen Gleicliungen (164) und (165) ^t 
sich übrigens noch eine Schlußfolgerung ziehen, die Erwäh- 
nung verdient. Angenommen nämlich, man habe für ein ge- 
gebenes p Lösungen F und g dieser Gleichungen gefunden, die 
zugleich den Grenzbedingungen genügen; dann sind auch a'F 
und a^, worin u eine beliebige Verhältoiszahl bedeutet, Lö- 
sungen für den Fall, daß p überall im Verhältnisse l:a^ ver- 
größert wird. Mit anderen Worten heißt dies, daß beim 
proportionalen Anwachsen aller Lasten die Ausbieg- 
ungen g wie die Vs''^ ^^^ <^i^ Spannungen wie die 
y^te Potenz der Lasten anwachsen. 

Schließlich mache ich noch auf die schon im dritten 
Bande in Aufg. 38, S. 298 angegebene einfache Näherungslö- 
aung für die einem gleichförmig verteilten Drncke ausgesetzte 
kreisförmige dünne Platte aufmerksam, die freilich auf sehr 
willkürlichen Annahmen beruht, einstweilen aber immerhin für 
praktische Zwecke als ausreichend betrachtet werden kann. 
Auf dem hier besprochenen Wege wird man ja freilich zu 
einer besseren Lösung gelangen können; so lange sie noch 
fehlt, kann man sich aber auch mit jener begnügen. 
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Dritter Abschnitt. 

Die TerdreliDngselastizitftt von prismatischen Stäben nnd von 

Unidrehnngsk$rperii. 

§ 25. Der reohteokige Stab. 

Die aUgenieine Theorie der Torsion eines prismatiscbea 
Stabes tod beliebigem Querschnitt wurde schon, im dritten 
Bande, insbesondere in § 72 (S. 384 der dritten Aafl&ge) aus- 
einandergesetzt. Diese Betrachtungen kann ich hier als be- 
kannt Torauseetzen und unmittelbar an sie anknüpfen. 

¥üT ein Koordinatensystem, das an dem Stab selbst fest- 
geheftet ist, so daß im Ursprünge sowohl ^, tj, £ als auch die 
Differentialquotienten iA, ~- uud -- zu Null werden und 
dessen X-Achse mit der Stabachse vor der Formänderung zu- 
sammenläUt, hat man ftir die Verschiebungen tj, ^ parallel zur 
F.?-Ebene nach den Gleichtingen (320) des dritten Bandes 

j; = cxz ; % = ■— cxy (169) 

wälirend die in der Richtung der Stabachee erfolgende Ver- 
schiebung I unabhängig von x ist und der Differential- 
gleichung 

P + |^!-0 (170) 

gentigen muß. Durch die Gleichungen (169) wird eine Ueiue 
Drehung dea im Abstände x vom Ursprünge liegenden ' Quer- 
schnitts um den Winkel ex dargestellt; die Eonstante e gibt 
daher den auf die Längeneinheit des Stabes bezogenen Ver- 
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drehungswinkel an. Gl. (170) liefert d^egen nach ihrer Inte- 
gration, durch die | als Funktion von y und z dargestellt 
wird, die Gleichung der gekrümmten Fläche, in die der vor- 
mals ebene Querschnitt durch die Verschiebungen | übergeht. 
Die allgemeine Lösimg der Gl. (170) enthält zwei will- 
kürliche Funktionen, zu deren näherer Bestimmung die am 
Mantel des Stabes bestehenden Greozbedingungen zu verwenden 
sind. Da der Mantel frei von äuBereu Kräften sein soll, muß 
nämlich nach dem Satze von der Gleichheit der einander zu- 
geordneten Sehubspannungen die Schub Spannung im Quer- 
schnitte an jeder Stelle des Querscbnittsumfangs tangential 
gerichtet sein. Diese Bedingung reicht in Verbindung mit 
Gl. (170) zur eindeutigen Bestimmung der Funktion | aus. 
Für die Sehubspannungskomponenten im Querschnitte hat man 
allgemein ■ -gj g , ,gj g^. 

und daher hier unter Berücksichtigung der Gleichungen (169) 

'.,-<^(r, + ")' '..-e (?!-«!')• ("1) 

Ist die Gleichung des Querechnittsumrisses in der Form 

gegeben, so wird die am Umfange zu erfüllende Grenzbedingung 
durch die Gleichung 

ausgesprochen, die im dritten Bande unter der Nummer (324) 
aufgeführt war. 

Eine strenge Lösung der Aufgabe, | nach Gl. (170) unter 
Berücksichtigung der Grenzbedingung (1"2) zu ermitteln, 
wurde im dritten Bande nur für den kreisförmigen uiid den 
elliptischen Querschnitt gegeben. Außer diesen beiden ist für 
die Anwendungen besonders der reehteck^e Querschnitt von 
Wichtigkeit. Nun ist freilich die Funktion £ für diesen Fall 
von so verwickelter Art, daß sie sich nicht durch die ge- 
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wohnlichen Funktionen der Analysis in geschlossener Form 
darstellen läßt. Dagegen ist eine Darstellung durch Reihen' 
ent Wickelungen und zwar noch auf verschiedene Arten möglich.- 
Da es sich um einen praktisch recht wichtigen Fall handelt, 
dürfen wir die Mühe, die mit einer solchen Darstellung ver- 
bunden ist, nicht scheuen. Um so mehr, als wir dadurch erst 




zu einer besser gesicherten Grund l^e für die Aufstellung 
passender Näherungsformeln gelangen. Denn daß die in § 59 
des dritten Bandes gegebene übliche NUherungstbeorie für die 
Torsion der Wellen von rechteckigem Querschnitte nicht recht 
befriedigend ist, wird jeder schon empfiinden haben, der in 
diesen Gegenstand tiefer einzudringen wünschte. 

Zunächst setze ich Abb. 71 des dritten Bandes als Abb. 18 
nochmals hierher und erinnere daran, daß sich aus den da- 



.Cooglc 



148 ni.Abachnitt. DieVerdrehnngBelaBtizitätv.prismatigcheDStäbeiiuaw. 

mala angestellten Symmetriebetrachtungeii, die durchaus 
einwandfrei waren, r^^ als eine gerade Funktion von y und 
eine ungerade Funktion von e, dagegen z^^ ala eine gerade 
Funktion toq z und eine ungerade Funktion von y heraus- 
gestellt hatte, wie dies aus den in die Abbildui^ eingezeichnetea 




Pfeilrichtungen hervorgeht. Davon können wir auch hier 
Gebrauch machen. , 

Ferner soll die Aufgabe aafänglich noch etwas vereinfacht 
werden. An Stelle des rechteckigen Querschnitts soll nämlich 
zuerst ein Querschnitt wie in Abb, 19 betrachtet werden, der 
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zwar immer noch TOn zwei geraden Seiten nach links und 
rechte begrenzt, nach oben und unten aber durch irgend zwei 
symmetrisch zueinander liegende Kurven abgeschloBBen wird. 
Auch ein Querschnitt Ton dieser Gestalt kommt bei den An- 
wendungen öfters vor und es rechtfertigt sieh daher seinö 
Behandlung schon aus diesem Grunde. Außerdem werden wir 
aber, nachdem eine Lösung für diesen Fall gefunden ist, durch 
passende Änderungen die Lösung auch dem Falle anpassen 
können, daß die obere und antere AbschluBturve in gerade 
Linien übergehen, womit wir auf den rechteckigen Querschnitt 
kommen, für den wir die Lösung eigentlich suchen. Die vor- 
her hervorgehobenen Symmetrieeigenachaften bleiben natürlich 
bei dem ebenfalls doppelt -aymmetrischen Querschnitt der 
Abb. 19 in derselben Weise bestehen. 
Setzen wir nun versuchsweise 

i-^TZ (173) 

worin Y und Z Funktionen von y und von s allein bedeuten, 
so muß nach Gl. (170) 

Z^'\+ F^=0 (174) 

sein. Achten wir in dieser Gleichui^ nur auf die Variable y, 
so ist sie von der Form 

wobei C von y unabhängig ist. Die Lösung ist daher ent- 
weder ein Sinus oder Kosinus oder auch eine Exponential- 
funktion je nach dem Vorzeichen von G. Wir wählen 

I' = .Bin ay 

womit Gleichung (174) übergeht in 



deren Lösui^ sich sofort zu 

Z=(7,e"=-i-C,e-' 



.vGoogIc 



150 nL Abschnitt. Di^Yeidrehungselastizit&tT.prismatiBchenStäbenusw. 

angeben läßt. Der in Gl. (173) versuchte Ansatz läßt sicli 
daher in der i^her bestimmten Form 

I = sin ay{C,e-" + C^e-'^) 
aufrecht erhalten, in der a, C, und C^ beliebige Konstanten 
sind. Außerdem ist auch noch 

€ cyz 

eine Lösung der Differentialgleichung (170) und aus beiden 
zusammen wollen wir die weitere partikuläre Lösung 

I - Bin ay(C,e"' + C^e-"') - eye (174a) 

bilden, die wir nun den TOrgeschriebenen Grenzbedingungen 
anzupassen suchen. Nach den Gleichungen (171) erhalten wir 
für die Schub spannungskomponenten bei diesem Werte von | 
T,^ — Gk cos «3/(0,«"' + C^e-"') 
t„ = 6{« Bin ai/(Qe"-- - C,e"") - 2cy]. 
Nun muß r^^ in unserem Falle eine ni^erade Funktion von e 
sein; das wird bei dem vorliegenden Ansätze nur erfüllt, 
wenn wir 

C, C\ 

setzen. Dann tritt aber in der Tat, wenn wir + s durch 
— e ersetzen, nur ein Vorzeichenwechsel, aber keine Wert- 
änderung des Ausdruckes für r,„ ein. Schreiben wir 
daher jetzt 

T,^-G«C,coB«y(e<"-e--0 1 

T,. - G{aC, amayi^- + e--)--2cy] f 

so sind alle verlangten Symmetrieeigenschaften erftillt, denn 
coa ay ist wie verlangt eine gerade Funktion von y und auch 
T^, erfüllt die Forderungen, daß es eine gerade Funktion von e 
und eine ungerade Funktion von y sein soll. 

Die Grenzbedingui^ an den geraden Seitenlinien in Abb. 19 
verlangt, daß r^,, för y = ± a zu Null werden muß bei jedem 
Werte von e. Daher muß der Winkel aa entweder ein Rechter 
oder drei Rechte oder fünf Rechte sein usf. Innerhalb dieser 
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Grenzen können wir daher über die Konstante a noch ver- 
fügen, ohne die besprochene Grenzbedingung zu verletzen, d. h. 
wir können 

setzen, worin n entweder Null ist oder eine beliebige ganze 
Zahl bedeutet. 

Nun bleibt noch die Grenzbedingung an den gekrümmten 
Teilen der Qnerschnittsumgrenzung zu erfüllen. Das kann 
dadurch geschehen, daß wir die genauere Gestalt dieser Grenz- 
linien so ermitteln, daß die Bedingung für sie erfüllt wird. 
Nach GL (172) muß die Gleichung der Kurve hierfür der 
Bedingung genügen 

Dieser Gleichung entspricht nur dann eine als Quei*- 
schnittsbe grenzung brauchbare Kurve, wenn man « = 5- setzt 
Für diesen Fall kann aber die Kurve leicht graphisch be- 
stimmt werden, indem man iür eine Anzahl von Wertepaaren 
der ys in der Höhe, die der Queischnitt erhalten soll, den 

Neigungswinkel an der Stelle yn m den Querschnitt einträgt 
und hierauf die Kurve so zieht, daß sie überall in den an- 
gegebenen Richtungen weitergeht. Auf diese Weise ist auch 
die Kurve in Abb. 19 ermittelt worden. 

de 

T,- 

bequemerer Form anschreiben. Zunächst beachte man, daß die 
Konstante C\, wenn auch sonst willkürlich, jedenfalls pro* 
portional mit der Konstante c genommen werden muß, denn 
c bedeutete den auf die Längeneinheit kommenden Torsions- 
winke], der proportional mit dem Torsionsmomente anwächst, 
und auch r^, wächst proportional mit dem verdrehenden Mo- 
mente. Man muß daher aC^ = cC setzen, worin nun C ganz 



Die Gleichung für ^ lä^ßt sich Übrigens noch in etwas 



3vGooglc 



152 m. Abschnitt. Die TerdrebungaelaBtizitfitv.pminatUchen Stäben ubw. 

willkürlich angenommen werden kann. Ferner kann man durch 
Einführung der hyperbolischen Funktionen, indem man also 

\(^' — e"") = sinh az; i(e"' + «-"') = cosh az 

setzt, die Gleichung kürzer anschreiben, womit auch bei der 
Benutzung der fflr diese Funktionen berechneten Tafeln eine 
erhebliche Abkürzung der Zahlenrechnungen^therbe^efilhrt 
wird. Die Gleichnug lantet dann 






Cco8 — i^-ainh— — 



Die Konstante C ist noch willkürlich nnd je nach der 
Wahl, die wir für sie treffen, erhalten wir verschiedene Be- 
grenzungskurren. Indessen darf C nicht zu groß gewählt 
werden, so nämlich, daß j- jedenfalls negativ bleibt, weil nur 
auf diese Weise die gewünschte Querschnittsgestalt hervorgeht. 
Nachdem die Kurve etwa auf zeichnerischem Wege ermittelt 
ist, findet man die Spannungsverteilung aus den Gleichungen 
(174b), nachdem man darin aC^^ = cC gesetzt hat. Hiervon 
ist C schon bei der Konstruktion der Begrenzungskurve will- 
kQrhch angenommen worden, während sich die Konstante c 
nachträglich aus der Bedingung ergibt, daß die Summe der 
Momente der Spannungen in allen Flächent«ilchen des Quer- 
schnitts gleich dem gegebenen Torsionsmomente sein muß. 
Diese ganze Rechnung kann leicht in derselben Art durch- 
geführt werden, wie dies früher schon bei den einschli^gen 
Untersuchungen des dritten Bandes geschehen war; es ist 
daher nicht nötig, hierauf noch näher einzugehen, um so mehr, 
als der Querschnitt in Abb. 19 ohnehin nur als Vorstufe fUr 
den rechteckigen Querschnitt dienen soll. 

Nun konnte man zwar durch die Wahl der Konstanten C, 
die uns Überlassen war, schon einen gewissen Einfluß auf die 
Gestalt der Begrenzungskurve ausüben, für die unsere Lösung 
Gültigkeit hat. Um die Kurve aber schließlich in eine Gerade 
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überfabren zu können, müssen wir die Zahl der willkürlicben 
Konstanten, über die wir frei verfügen können, bedeutend zu 
vermehren suchen. Das ist auch in der Tat leicht möglich. 
Wir sahen, daß der Ansatz für | in Gl. (174a) bei sehr ver- 
schiedenen Werten von u nicht nur der Differentialgleichuug 
(170), sondern auch der Grenzbedingung an den geradlinigen 
Teilen des Umfange entspricht. Anstatt uns nun, wie bisher, 
damit zu begnügen, eine der hiernach möglichen Lösungen zu 
hetracbten, können wir jetzt dp.zu übergehen, § aus einer 
Summe solcher partikulären Lösungen zusammenzusetzen, von 
denen jede einzelne denselben Forderungen entspricht. Jedes 
Glied dieser Summe bringt dann eine neue willkürliche Kon- 
stante herein, so daß man durch deren passende Bestimmung 
einer weit größeren Zahl von verschiedenen Grenzknrven zu 
entsprechen vermng. Wir setzen also jetzt 



I =c j- y« + Co sin 2^ sinh ^ + C, sin 3|^ sinb 3^^ + • 

+ C, (2m + 1) sin ( 2n + 1) ff sinh (2« + 1) ^' + ■ 



(176) 



worin die C beliebige Konstanten sind, während c immer noch 
den auf die Längeneinheit der Welle bezogenen Verdrehungs- 
winkel angibt und später dem entsprechend zu bestimmen ist. 
Wir wissen nun schon, daß der Ansatz in Gl. (176) sowohl 
der Differentialgleichung fQr | als auch den Grenzbedingungen 
an den gradlinigen Teilen des Querschnittsumfangs in Abb. 19 
genfigt. Für die Schubspannungskompoiienten erhält man aus 
Gl. (176) 

+ C\S'^ cos 3 ^l ainh 3";J +■ -), 
r„ - cG j-2 y + C^ {- sin ff cosh *^ + 

+ Q3 "- sin 3 ^ cosh 3"' +..-). 



3vGooglc 



154 ni. AbBchoitt, DieTerdiehuDgBelEutidtätv.prismatiachenStäbeausw. 

Die Zahl der Glieder in diesen Reihen kann nacb Be- 
lieben endlich oder auch unendlich groß genommen werden. 
Wenn die Losung dem Falle des rechteckig begrenzten Quer- 
schnitts angepaßt werden soll, muß die Reihe freilich bis ins 
Unendliche fortgesetzt werden. 

In diesem Falle muß nämlich c,, für «^ =- ± & bei jedem 
Werte von y zu Null werden. Die Bedingung dafQr lautet 
demnach 

. ■ (177) 

+ C,3ism3||oo8h3j| + .-.] 

Auf der rechten Seite steht eine Fouriersche Reihe, die 
nach dem Sinus der ungeraden Vielfachen des Winkels - 
fortschreitet. Die Koeffizienten dieser Reihe sind konstante 
Größen und es handelt sich nun darum, die Konstanten C, die 
bisher willkürlich geblieben waren, so zu bestimmen, daß die 
Gleichung erfüllt ist. Nach der Theorie der Fourierschen 
Reihen kann dies ohne Schwierigkeit geschehen. Für alle 
Werte von x zwischen und — gilt nämlich, wie aus dieser 
Theorie bekannt ist und nach ihren Methoden leicht nach- 
gewiesen werden kann, die Entwickelung 

4 /. Bin 3 a; , sin 6 a: sin?« , \- ,,--o\ 

».-(SU.!--,— + - j, - -,,- + -■)■ (1'8) 

Da auch die vorher für y aufgestellte Gleichung nur für 
Werte von y zwischen und a, oder för Werte des Winkels 
~ zwischen und y göltig zu sein braucht, können wir die 
Konstanten C in Gl. (177) unmittelbar durch einen Vergleich 
mit Gl. (178) entnehmen. Wir finden dann 

(7 82o'_. c- "^'*' 

je' cosh — Hl' ■ S' coih 3 ■ 

n-f. Setzen wir diese Werte in Gl. (^176) ein, so erbalten wir 
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-<PZ+ ->^ \ 



e I 



(179) 



Hiermit iet die Aufgabe im wesentlichen gelö^ bis auf 
die Ermittelung der Konstanten c, die nachher noch mit Hülfe 
einer Momentengleichung berechnet werden wird. Die Dar- 
stellung von I ist auch praktisch insofern ganz brauchbar, als 
die in der Klammer stehende Reihe schnell genug konvei^iert, 
um die Zahlenrecbnung auf die Beibehaltung weniger Glieder 
beschränken zu können. Als ein Nachteil erscheint in ge- 
wisser Hinsicht derUmstand, daß | in Gl. (179) von y in 
anderer Weise abhängig erscheint, als von z. An und für 
eich ist natürlich die Funktion | von beiden Variabein y und 
e in derselben Weise abhängig und die abweichende Darstellung 
in Gl. (179) rührt nur davon her, daß diese Funktion, die sich 
in geschlossener Form mit Hülfe der in der Analysis gebräneh- 
lichen einfacheren Funktionen nicht ausdrücken läßt, gewisser- 
maßen gewaltsam in die in Abb. (179) gegebene Keihen- 
entwickeluiig hineingezwungen wurde. 

Man kann indessen durch eine einfache Überlegung sofort 
auch eine zweite Darstellung von | finden, in der die Varia- 
hein y und z die Bollen miteinander vertauschen und daraus, 
wenn man will, auch noch eine dritte Form ableiten, die nach 
y und X symmetrisch ist. Man denke sich nämlich zu Abb. 18 
noch eine zweite Querschnitts Zeichnung, die aus der ersten 
dadurch hervorgeht, daß der Querschnitt um einen rechten 
Winkel im Uhrzeigersinn gedreht ist. Ein Punkt, der vorher 
die Koordinaten y und z hatte, gelangt dadurch in ebe Lage 
mit den Koordinaten j/' = ^ nnd z' = — y, wenn die Koordi- 
natenachsen der y und z in der zweiten Zeichnung dieselbe 
Richtung haben, wie die der y und z in Abb. 18. Für die 
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Stelle ^fz läßt sich nun | iiir den zweiten Fall ebenfalls 
nach Gl. (179) berechnen, wobei man nur a und 6 zu ver- 
tauschen und an Stelle von y und b jetzt y und ss zu setzen 
hat. Für die Stelle y'e' muß aber % nach Große und Vor- 
zeichen mit % für die Stelle y« in der ersten Lt^e überein- 
stimmen, da in beiden Fällen derselbe Punkt des Stabquer- 
schnitts gemeint ist. Ersetzt man daher nachträglich y durch 
z und z' durch — % so muß wieder derselbe Wert % heraus- 
kommen, wie in der iirsprönglichen Gleichung (179). Dadurch 
erhält man för | die mit Gl. (179) gleichwertige Darstellung 

, ^ w |»»^J""S7 ■'■'•' 2-6 "-'■»rl 

\ = ^cyz- ,c\- -- - "„„ " + 



+ - - - -.»■•■■ (180) 

6' coah 5 -, I 

Soll % für einen bestimmten Funkt des Querschnitts be- 
rechnet werden, so wird man sich jener der beiden Entwicte- 
lungen (179) und (180) bedienen, die im gegebenen Falle am 
schnellsten konvertiert. 

Das arithmetische Mittel aus beiden Ausdrücken liefert end- 
lich auch noch eine Form, die nach y und e symmetrisch gebaut 
ist, die aber für die Zahlenrechnung weniger bequem ist. Daß 
die Vertauschung von y und g, durch die man aus Gl. (179) 
zu Gl. (180) gelangt, zu einem Vorzeichenwechsel führt, hängt 
damit zusammen, daß das Koordinatensystem der XYZ durch 
eine solche Vertauschung aus einem Rechts- in ein Linkssystem 
(oder umgekehrt) übergeht oder mit anderen Worten, daß hier- 
durch auch der Sinn, in dem das Verdrehungsmoment oder 
der Verdrehungs Winkel e positiv zu zählen sind, umgekehrt 
wird. 

§ 36. FortaetBung; Berechnung des Verdrehnagawinkelfl. 
Für einen Moruentenpunkt, der mit der Querschnittsmitte 
zusammenfällt, erhält man die Momentengleichung 
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M = ßr^^e - t^,y) dF, (181) 

wenn sich die Integration nach dF über die ganze Quer- 
achnittsfläche erstreckt und M das als gegeben anzusehende 
Yerdrehungsmoment bedeutet. Setzt man für die Schub- 
spannungBbomponenten ihre Werte aus den Gleichungen (171) 
ein, so geht die Momentengleichung Über in 



M. 



cGf{y'+z')dF+Gj(^z 



wofür man auch, mit Einführung des polaren Trägheits- 
momentes &^ des Querschnitts 

M=cG&,^Gf{l^-z-^}-y]dF (182) 

schreiben kann. Diese Gleichung gilt noch für jede beliebige 
Querschnitts form. Beim kreisförmigen Querschnitt z. B., für 
den ^ " ist, bleibt nur das erste Glied auf der rechten Seite 
stehen und die Gleichung liefert damit die bekannte Formel 
für den auf die Längeneinheit bezogenen Verdrehungswinkel 
c einer kreisförmigen Welle. 

In allen anderen mUen ist aber das zweite Glied auf der 
rechten Seite beizubehalten. Man kann es noch einer ein- 
gehen Umformung unterziehen, indem man z. B. 

setzt, wenn unter 1^ und |j die Werte Ton % an jenen Stellen 
des Umfangs verstanden werden, die auf einer zur Y-Achse 
parallelen Linie von der Ordinate z liegen. Sollte der Quer- 
schnittsumfang von dieser Linie an mehr als zwei Stellen ge- 
schnitten werden, so wäre natürlich der Ansatz ent-sprechend 
zu erweitem. Hierdurch läßt sich das über die Fläche er- 
streckte Integral auf ein Über den Querschnittsumfang zu 
nehmendes Integral zurückführeu. Für den Fall des recht- 
eckigen Querschnitts soll dies jetzt weiter ausgeführt werden, 
Hierbei kann man zur Vereinfachung der Rechnung da- 
von Gebrauch machen, daß die Spannungen in allen vier 
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Quadranten symmetrisch verteilt sind, so daß es genügt, die 
Integration über den eisten Quadranten zu erstrecken und das 
auf diese Weise berechnete Moment mit 4 "zu multiplizieren. 
Setzt man für | den aus Gl. (180) für y = a folgenden Wert 
ein, 90 erhält man nach Ausführung der Integration nach z 



h 



Ebenso wird, wenn man jetzt | aus Gl. (179) einsetzt, 
j j ^^yAydz -- j y%,^^dy 

--"■5-+ ,. l'St2i + p'«''!.- + p'8l' 2. +■•■■)■ 
' Beachtet man noch, daß 

S, -i (»!'■ + *«•) 
gesetzt werden kann, so geht Gl. (183) über in 
if-<!G||(»6' + to>) 
- T hl" H + ^. *1> 3 -^ + f. tgh 5 ;^ + . : .] 

-'"i'"'[*''I» + f.'8"r' + !-.'?''»^! + -]l- (183) 

Aus dieser Gleichung kann der Verdrehungswinkel c, der 
zu einem gegebenen Momente gehört, sofort berechnet werden. 
Etwas andere und unter Umständen für die Zahlenrechnung 
vorteilhaftere Formeln erhält man an Stelle von Gl. (183), 
wenn man bei den vorhergehenden Ausrechnungen | aus Gl. 
(179) an Stelle von Gl. (180) oder umgekehrt entnimmt. Da- 
rauf wird nachher noch näher eingegangen werden. 

Für den Fall des quadratischen Querschnitts, also 
für a — h mag die Zablenrechnung sofort noch zu Ende ge- 
führt werden. Man erhält zunächst aus Gl. (183) 
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,, „ flGn' 1024«Yj. 1 " . 1 ... l 3« , II 
M^cG[^ -i,-[t^h^ + gitgh -^ + ;■■]{■■ ■ 

Nun ist tj^h t/2 = 0,9171, während die weiter folgenden 
tgh sich von der Einheit bis zur vierten Dezimalstelle nicht 
mehr unterscheiden. Das Qlied mit tgh bnß braucht schon 
nicht mehr berücksichtigt zu werden, da es mit 1/5* multi- 
pliziert ist. Man findet daher " 

JW=cGa*j^-^^^*-0,9212) = 2^81cGa*- -^ - ■ 

Bezeichnet man die Quersehnittsseite mit a,, setzt also 
a^ = 2a, so wird hiernach der Verdrehungswinkel z/y für die 
Länge l der Welle 

'^'■-vsfsa-vll'-'.»"^-."' (184) 

Nach der im Band III S. 325 abgeleiteten Näherungs- 
formel tritt an die Stelle von 7,014 der Faktor 7,20, d. h. die 
Nähernngsformel liefert noch eine ziemlich befrie- 
digende Genauigkeit bei ihrer Anwendung auf den 
quadratischen Querschnitt. 

Als zweites Beispiel soll noch ein rechteckiger Querschnitt 
betrachtet werden, dessen eine Seite, etwa h, bedeutend größer 
ist, als die andere; so also, daß b etwa mindestens dreimal so 
groß ist, als a. In diesem Falle ist es bequemer, an Stelle 
Ton Gl. (183) eine Entwickelnng zu benutzen, die nur nach 
dem hyperbolischen Tangens der Vielfachen des Winkels 
wft/2a fortschreitet, da für alle diese Winkel tgh genau genug 
gleich der Einheit gesetzt werden kann. Das kann leicht da- 
durch geschehen, daß man durch Einsetzen von f ^^ aus 
Gl. (179) 



/' 



berechnet. . Dieser Ausdruck läßt sich noch etwas vereinfachen,. 
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indem nach einer der vielen ReihenentwickelangeD, die man 
far die Größe n aufgestellt hat, 

«6-l + |. + y' + - 

gesetzt werden kann, wovon man sich übrigens hier auch 
durch direkte Berechnung leicht überzeugen kann, da ein 
strenger Nachweis entbehrlich ist, indem schon eine Über- 
einstimmung auf wenige Dezimalen für onsere Zwecke genügen 
würde. 

Setzt man dies ein, so geht die vorhergehende Gleichung 
über in 

C t j 06" , 2ca»6 läSn'cr, . «6 , 
pl, = J^ 3-+ 8 - ,. (tgl'2ä + 

-f|.tgh3;^^ + ...|. 

Hiermit wird endlich nach Gl. (1S2) die dem Werte nach 
mit Gl. (183) übereinstimmende Formel 

M^cG\jaH ^, .-|^tgh — + -,tgh3— + 

+ h^si^Kl + ■■■]] (185) 

gefunden, die nun zwar nicht mehr symmetrisch nach a und 
b gebaut, für die Zablenrechnung aber, namentlich in dem 
uns jetzt beschäftigenden Falle, weit bequemer ist. 

Wenn lüimliGh b weit größer ist als a, kann, wie schon 
vorher bemerkt war, jede hyberbolische Tangens in der Formel 
genau genug gleich der Einheit gesetzt werden. Vernach- 
lässigen wir auch noch das Glied 1,5^, so vereinfacht sich die 
Gleichung zu 

M-eG\ja'h ^[l + „^\\ 

c- e|5,333a'6- 3,360a' I } (186) 

-cGÜ„i(i,_o,63o). 
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Die znletzt angeschriebene Form soll den Vergleich mit 
der im dritten Bände in %JJ4^ Gl. 338 gegebenen ffäherungs- 

formel 



erleichtern. Man sieht, daß in der Tat, wie damals schon an- 
gegeben war, der Unterschied nur darin hesteht, daß an Stelle 
von b — 0,63a in der Nähemngaformel 6 gesetzt ist, was bei 
einem sehr kleinen Werte von a nicht viel ausmacht. Wenn in- 
dessen b nur etwa dreimal so groß wie a sein sollte, tut man 
natürlich besser, den Yerdrehungswinkel c nach der genaueren 
Formel (186) zu 1 



§ 27. Fortsetzung; Bereolmuag der gröfiteu Spannung. 

Aus der in § 74 des dritten Bandes angestellten Betrach- 
tung ging schon hervor, daß die größte Spannung im recht- 
eckigen Querschnitte in den Mitten der größeren Umfangseiten 
auftritt. Das ist also, wenn auch jetzt wieder 6| > a voraus- 
gesetzt wird, die Spannung t^, für die Stelle y = a, 2 = 0, die 
nach den vorhergehenden Entwickelungen leicht ausgerechnet 
werden kann. Zunächst hat man nach GL (171.) 

■wobei durch die Zeiger <i',0 auagedriiekt werden soll, daß y — a 
lind ^ = in di/dz einzusetzen ist. Jeiiaohdem man nun 
b^/ics aus Gl. (179) oder aus Gl. (180) entnimmt, erhält man 
zwei verschiedene Formeln für denselben Wert: nämlich, wie 
die einfache Ausrechnung lehrt, auf Grund von Gl. (179) 



- 2cGa + cGa^J-^^^ + *-- 

jcosh a'cpahS 



(187) 
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und auf Grund von Gleichung (180) 

+ f.'Sl'°v1--i (188) 
Für die Zahlenrechnung verdient GL (187) den "Vorzug, 

da die in ihr vorkommende Reihe weit echneller konvei^iert, 

als die in GL (188). 

Fär den quadratischen Querschnitt erhält man nach 

GL (187) 

t^. = ~ 2cGa + cÖa^ j^^'^^ + ^J-^^-^ + ^l^^^ + ■■■]■ 

Das dritte Glied in der Klammer ist schon so klein, daß es 
nicht mehr berücksichtigt zu werden braucht Die weitere 
Ausrechnung liefert dann 

Tmax = — 1,351 c6a. 

Das Minuszeichen hat in dieser Gleichung natürlich keine 
Bedeutung, da es nur von der an sich willkörliehen Vorzeichen- 
festsetznng fQr M und c ablängt. Setzt man nun nachträg- 
lich noch den schon im vorigen Paragraphen fest^stellt«n 
Wert von c ein, so erhält man schließlich vom Vorzeichen 
abgesehen, 

r„.-ig^-0,592*-4,74^., (189) 

wenn wieder unter a, = 2a die ganze Querschnittsseite ver- 
standen wird. Nach der in § 59 des dritten Bandes besprochenen 
gewöhulichen Näherungstheorie, würde nach Gl. (238), S. 319 
für den quadratischen Querschnitt 

was in der Tat von dem genaueren Werte in der vorstehenden 
GL (189) nicht viel abweicht. 

Für ein Flacheiaen endlich, d. h. für einen Querschnitt 
bei dem b weit, und zwar mindestens etwa dreimal größer ist 
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als a, genügt ea, weim man in 6L (187) nur das erste Glied der 
Reibe beibehält, da das näcbste schon einen ganz unerheblichen 
Wert annimmt. Femer kann man auch noch für einen Wert 
T, der mindestens gleich 3n;/2 ist, cosh x genaa genug dnrch die 
Hälfte von d' ersetzen. Man erhält daher für diesen Fall 
zunächst 

Wenn z. B. 6 = 3a ist, wird dies 

r„„ 2cGa + 0,029cGa = — 1,971 cGa, 

d. h. dos letzte G^lied macht schon kaum mehr etwas aus nud 
wenn b noch größer wird, genügt es, 

Tm« = — 2 c Ga 

zu setzen. Hier ist noch der Wert von c aus GL (186) ein- 
zusetzen, womit die Gleichung, mit Unterdrückung des hier 
bedeutungslosen negativen Vorzeichens, übei^eht in 

-. = ...,r-.,.-n-, (!«») 

Vernachlässigt man hier außerdem noch 0,63a 
gegen h (wozu freilich, nachdem die einfache Formel 
(190) aufgestellt ist, eigentlich kein Grund mehr vor- 
liegt), so kommt man wieder auf die schon im dritten 
Bande, Gl. (337), S. 399 aufgestellte Nähernngsformel 
zurück. 

§ 28. Der regelmäßig dreieckige Q,nersoliiiitt. 

G^anz besonders einfach gestaltet sich die genaue Theorie 
der Torsion ftlr einen Stab, dessen Querschnitt ein gleichseitiges 
Dreieck bildet. Setzt man nämlicb 

i^C(e'-3y'z), (191) 

worin C eine Konstante bedeutet, so erkennt man nach Bilden 
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der DifTereDtUlquotieiiteD, daß dieser Ausdruck der Differential- 
gleichung (170) 

genügt. Ähnlich einiach gebaute Ausdrficke, die dieser Be- 
dingung genfigen, lassen sich, wie schon im dritten Bande ge- 
zeigt war, noch in großer Zahl angeben und alle entsprechen 
sie der Lösung des Torsionsproblems fQr einen in bestimmter 
Weise gestalteten Querschnitt. Der Ansatz in Gl (191) hat 
aber vor den anderen den Vorzug, daß er sich auf einen sehr 
einfach gestalteten Querschnitt, nämlich auf ein gleichseitiges 
Dreieck bezieht. 

Um dies nachzuweisen, bilden wir die Schubspatftiungs- 
komponenten nach den Gleichungen (171) nämlich 

Aus der ersten dieser Gleichungen erkennt man, daß r^ 
für jeden Wert von b zu Null wird, wenn man 

setzt, wobei unter a eine neu eingeführte Konstante zu ver- 
stehen ist. Mit a an Stelle von C schreiben sich die vorher- 
gehenden Gleichungen 



- cG- 



(192) 



Für jeden Punkt des Querschnittsumlangs muß daher nach 
Gl. (172) die Beziehung 

0'-.i/'-2 «y d, 

2z{a-y) ' dy ^^^'^l 

bestehen. Soll nun der Querschnittsumfang aus geraden Linien 
gebildet sein, von denen eine die Gleichung 

Z = JMJf -|- M 
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hat, so muß die vorige Gleichang, wenn man dies einsetzt, 
identieeli, d. h. für jeden Wert von y erfüllt sein. Das liefert 

{my + nf—y^—2ay = 2m(my + n){a — y} 
und biemach, wenn man die Koeffizienten gleicher Potenzen 
von y einander gleich setzt, 

m^—\ 2w^ oder m — +1/^ 

2mn — 2a = 2M.{am — n) oder rt = ^ = + 2a"|/^ 

n* =- 2ainn. 

Die letzte Gleichung ist nach Einsetzen von m und « 
ans den beiden ersten von selbst erfüllt. Die Grenzbedingung 
wird daher erfüllt lai^s der beiden Geraden 

^ = + y}/|+2ay| und ^ = -y]/|-2a]/i-. 

die symmetrisch zur Z- Achse liegen, durch den Punkt 
y = — 2a der Y-Achse geben und mit der T-Acbse Winkel 
von 30* einschließen. Außerdem ist aber die Grenzbedinguug 
auch noch längs der parallel zur .^-Achse gehenden Geraden 
y = a erfüllt, worauf vorher scbon aufmerksam gemacht war, 
indem dort dsjdy = oo wird. 

Die drei Geraden achließen das in Abb. 20 gezeichnete 
regelmäBige Dreieck miteinander ein, auf das sieb demnach die 
vorher gegebene Lösung des TorsionsprobUms bezieht. Be- 
zeichnet man die Dreieckseite mit s, so wird 



Gl. (193) bildet übrigens zugleich auch die Differential- 
gleichung der Spannnngslinien, d. h. der Linien, die man er- 
hält, wenn man überall in der Richtung der resultierenden 
Schubspannung im Querschnitte fortschreitet. Sie laßt sich 
auch leicht allgemein integrieren, iiidem man sie auf die Formen 
z'dy — (j/*+ 2ay)dy = 2B_dg{a — y) 
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My + (9 - o)d(«') - 0'+ 2ciy)dy 
d(l^l!l-a-;}-(^'-i-iay)dy 
brin^ wonacli das allgememe Integral 



T + 'V' + e 



» + 2»)>+- 



(194) 



lautet. Jedem Werte von G entspricht eine bestimmte 
Spaummgsliuie; doch darf C nicht kleiner geoommen werden^ ' 
als — ia^j^, welcher Wert dem Querschnittsum&nge entspricht 
und nicht größer als Null, welcher Wert der sich auf einen 
einzigen Punkt zusammenziehenden innersten Spaunungslinie 
entspricht. Eine dieser Spannungslitiien, die zu dem Werte 

C- 2a73 gehört, ist in Abb. 20 eingetri^en. Sie hat, wie 

jede andere und wie der Querschnitt selbst, drei sich unter 60* 
schneidende Symmetrieachsen. 
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Zur BerecIiQung des YerdrebuDgawinkela c dient 
wieder eine auf den Mittelpunkt bezogene Momentengleichnng. 
Dabei ist zur Vereinfachung der Rechnung zu beachten, daß 
der Querschnitt durch die drei Sjmmetrieacbsen in sechs 
kongruente Teile zerlegt wird, in denen gleiche Spannnngs- 
zuB^nde auftreten, so daß es genügt, das Moment der Span- 
nungen für einen dieser Teile zu berechnen und hierauf mit 
sechs zu multiplizieren. 

Bedient man sich der im Anschlüsse an Ol. (182) in § 26 
besprochenen Berechnungsweise, so findet man zunächst nach 
einfacher Ausrechnung fQr das über ein Sechstel der Ftöche 
erstreckte Integral 

Ffir das polare Trägheitsmoment €> des ganzen Dreiecks 
findet man leicht 

e^ = 3 0*^3 

und Gleichung (182) geht, wenn man di^e Werte einsetzt, 
aber in 

M=cG(jia*yi - 6^J^) = ceo«^^- 
0ewöhnlich ist es bequemer, an Stelle von a die Dreieck* 
Seite s einzufahren. Tut man dies und löst nach c auf, so 
erhalt man für den Verdrehungswinkel 

Die größte Spannung Tm» tritt wieder, wie schon ans 
dem hydrodynamischen Grleichnisse zu entnehmen ist, in den 
Seitenmitten auf, d. b. man hat 

'...-(',.),.„,.. 

oder wenn man r^. aus Gl. (192) einsetzt, 



\ "■" 
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unterdrückt mau wieder das negative Vorzeichen, Betzt c 
aus 61. (195) ein und drückt a in s ans, so geht dies aber in 

w-^- ■ - (196) 

Dabei ist wohl zu beachten, daß diese überaus 
einfache Formel nicht etwa eine Näherungsformel ist," 
sondern strenge Gültigkeit hat. 

Schließlich mag noch bemerkt werden, daß die hier be- 
sprochene Lösung ohne weiteres auch auf einen Queraclmitt 
übertn^n werden kann, der nicht mehr dreieckig, sondern 
nach außen hin durch eine der vorher besprochenen Span- 
nungslinien, also etwa durch die in Abb. 20 eingezeichnete be- 
grenzt ist. Auch auf einen hohlen Quersclmitt, der nach 
außen hin dreiseitig, nach inneu hin durch eine solche Span- 
nungsliuie begrenzt ist, läßt sich die LÖBu'ng sofort anwenden. 
Man muß dann nur bei der Aufstellung der Momentengleichung 
zur Berechnung des Yerdrehungswinkels die Integrale über die 
betreffende Qnerschnittsfläehe erstrecken. 

Übrige&s gilt dies ganz allgemein: immer, wenn man 
für einen bestimmten Querschnitt eine Lösung ge- 
funden hat,' läßt sie sich auch auf einen Querschnitt 
übertragen, der innerhalb des ersten zwischen irgend 
zwei Spannungslinien enthalten ist. Das geht daraus 
hervor, daß zwischen dem durch di^e beiden Spannungslinien 
abgegrenzten Teile nnd dem Reste des ganzen Stabes über- 
haupt keine Spannungen übertr^en werden. Hat man eine 
Anzahl von Spannungslinien in den Querschnitt eingetragen, 
so wird durch sie der ganze Stab in eiue Beihe von Schichten 
zerl^, von denen jede unabMngig von den andern den auf 
sie treffenden Teil des Torsionsmoments über die ganze Stab- 
länge hin Überträgt. 

§ 29. Behandlung des Toraionsproblems mit Hülfe einer 
Spannungafanktion. 
Gewöhnlich untersucht man die Verdrehungsbeanspruchung 
eines prismatischen Stabes in der Weise, wie es bisher be- 
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sprechen war; also so, daB man zuerst die Spancungskompo- 
nenten r^^ und r^^ in der Verschiebungskomponente § aus- 
drucket^ hierauf diese auf Grund der ihr auferlegten Bedingungen 
ermittelt und zuletzt daraus die Spannungen selbst berechnet. 
In gewisser Hinsicht ist dies ein Umweg, den man auch ver- 
meiden kann, indem man die Spannungen, ähnlich wie es bei 
der Theorie der Scheiben im vorigen Abschnitte geschehen 
war, in einer Spannungsfunktion ausdrückt und diese un- 
mittelbar aufsucht. Dieser Weg soll jetzt eingeschlagen werden. 
Hierzu ersetzen wir die Gleichungen (171) 



durch die folgenden 

■ : ' '.,--fi '..-II (19') 

worin F eine Funktion von y und z ist, die wir als eine 
Spannungsfunktion bezeichnen können, obschon sie mit der 
frtther gebrauchten Äiryschen Spannungsfunktion nicht ver- 
wechselt werden darf. 

Die Bedingui^ daför, daß der Ansatz in Gl, (197) Über- 
haupt möglieh ist, besteht in der Gleichung 

■ S^, ^^.> 

wofür mftn auch beim Einsetzen von t^^ und r^, aus den 
Gleichungen- (171) 

schreiben kann. Diese Bedingung ist aber nach Gl. (170) in 
der Tat erfällt, womit zunächst die Zolässigkeit des Ansatzes 
(197) erwiesen ist Freilich ersetzen die Gleichungen (197) 
bis jetzt die Gleidiungen (171) noch nicht vollständig. Rein 
für sich betrachtet^ sagten nämlich die Gleichungen (171) nur 
aus, daß r und t^^ in den Differentialquotienten irgend einer 
gewissen Funktion | in der dort luiher angegebenen Weise 
ausgedrückt werden können. Die Bedingung dafür, daß dieg 
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möglich sei, besteht aber darin, daß man ans den beiden 
Gleichungen (171) za demselben Äasdrucke för den zweiten 
Differentialquotientctn c^'iij'rydz gelangt. Von diesem Gesichts- 
punkte aus bildet daher den Ersatz für die Gleichnogen (171) 
die folgende Gleichung 



wofür man durch Einführung von i^aus den Gleichungen (197) 



, sf + "a;-72«e (168) 

erl^lt. Das ist die Differentialgleichung, der die Spannongs- 
funktion des Torsionsproblems genügen mn£. Dorch sie ist F 
noch nicht vollständig bestimmt; erst durch das Hinzutreten der 
Grenzbedingungen am Querschnittsumfange wird sie bis auf 
eine willhflrliche Konstante, auf die es nicht ankommt, be- 
stimmt. Die Grenzbedingung besteht wieder darin, daß die 
resultierende Schubspaunung aberaU am Querschnittsumfange 
tangential gerichtet sein muß, d. h. daß ' 

\%-'ä'y (189) 

sein maß. Drückt man hier x^^ und t^, nach den Gi. (197) in 

F ans, so geht die Grenzbedingung fflr den Umfang Ober in 

»^<Ji, + *,fÄ.=.0. (200) 

Auf der linken Seite steht die Änderung, die F erfahrt, 
wenn man um dy und ds in den beiden AchBenrichtungen 
fortschreitet und die Bedingung, daß diese Änderung für ein 
Fortschreiten auf dem Umfange Null sein soll, läßt sich daher 
auch dahin ausdrucken, daß die Spannungsfunktion für alle 
Punkte des Umfangs ii^end einen bestimmten konstanten 
Wert behalten muß. 

Die Grenzbedingungen am Umfange gestalten sich 
daher bei der Untersnchnngsmethode, die die Span- 
nungsfunktion in den Mittelpunkt der Betrachtung 
stellt, ganz besonders einfach und hierauf beruht, ganz 
ebenso wie bei dem Gebrauche, den wir im zweiten Abschnitte 
von der Airyschen Spannungsfunktion gemacht hatten, der 
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Vorteil des Verfehreas. Dieser Vorteil macht sich namentlicli 
dum geltend, wenn die Gleichung dee Querachnittsumrisaea 

/■(9»)-0 
einer Differentialgleicliuiig 

genflgt; worin K eine Konstante ist. Denn in diesem Falle, 
der z. B. beim elliptischen Querschnitt und auch sonst noch 
öfters vorliegt, braucht man nur 

zu setzen, um die vollständige Losung des Torsionsproblems 
zu erhalten. 

Gi. (199) gilt übrigens, wie au« ihrer geometrischen Be- 
deattmg hervorgeht, nicht nur für den Querschnittsumriß, 
sondern auch fKr jede Spaonungslinie, die man in den Quer- 
schnitt eintragen kann. Daher ist auch Gl. (200) für ein 
Fortschreiten ^ngs irgend einer Spannungsliuie erfüllt, d. h. 
für jede Spannungslinie hat T einen bestimmten kon- 
stanten Wert, 

Trägt man wieder, wie es früher mit der Airyschen 
Spannungsfunktion geschehen war, jedes F als eine Ordinate 
senkrecht zur Quei^chnittsääche in dem zugehörigen Punkte ys 
ab, so gelangt man zur Spannungsääche des Torsionsproblems. 
Durch Ebenen parallel zur Querschnittsebene wird die Span- 
nungsfläche nach Linien geschnitten, für die F konstant ist. 
Projiziert man daher diese Linien durch rechtwinklige Pro- 
jektionastrahlen auf die Quersclmittsfiäche, so erhält man 
Spannnngslinien. Uan kann auch sagen, daß die Spannungs- 
linien die Schichtenlinien der Spannungsääche bilden, wenn man 
diese Flache so wie einen Gebirgszug in einer Landkarte durch 
Linien gleicher Höhe wiedergibt. 

Bei dieser anschaulichen Darstellung, die man L. Prandtl 
verdankt, entspricht das Gefäll des Hügels, der von 
der Spannungsfläche gebildet wird, an jeder Stelle 
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der Größe der an dieser Stelle auftretenden Schub- 
spannung. Das Gefäll des Hügels von der Ordinate F, also 
die trigonometrische Tangente des Neigungswinkels einer senk- 
recht zu den Linien gleicher Hohe gezogenen Tangente wird 
nämlich, wie eine einfache geometrieche Betrachtui^; lehrt, 
durch den Ausdruck 

vm^^^ - 

angegeben, der bei der durch die Gleichungen (197) aus- 
gesprochenen Bedeutung von F in 

übergeht, also nach dem Pythagoreischen Lehrsatze den Ab- 
solutbetrag der resultierenden Schubspannung im Punkte yz. 
angibt. 

Wählt man bei einem einfach zusammenhängenden Quer- 
schnitte die in dem Ausdrucke von F willkürlich bleibende 
Konstante so, daß F für den Umfang zu Null wird, so sitzt 
der von der Spaunungsfläche gebildete Hügel unmittelbar auf 
der Querschnittsebene auf und das von Ihm eingenommene 
Volumen ist der Torsionssteifigkeit des Stabes pro- 
portional. Um dies nachzuweisen, gehe man auf die Momenten- 
gleiehung (Gl. (181), S. 167) 



M^j{T^^z~t^^y)dF 
mit Rücksicht auf die 



zurück, die sich hier mit Rücksicht auf die Gleichungen (197) 
in der Form y 



anschreiben läßt. Beachtet man nun, daß sich 

JJfy'J <I'J ''' -ff 3y (^») ''H •>' -ff'^^l •'' 

-Jdz(F,y,-F,y,)-ffF,lyd! 
setzen läßt und daß die Werte F^ und F^, die sicii auf den 

D»i.,= b,Googlc 
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QuerschnittBumfang beziehen, gemäß der von aus vorher für 
die Konstante in F getroffenen Wahl zu Null werden, so ver- 
einfacht sich die Gleichung zu 

P^,dyd,--ffFdyd,. 

Dieselbe Umformung läßt sich auch mit dem andern 
tSliede in der Momentengleichuug vornehmen und im ganzen 
eriiält man damit 

(201) 

Das rechts stehende Integral gibt aber das Volumen des 
Spannungsbiigels an, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Für mehrfach zusammenhängende Querschnitte, also für 
höhle Stäbe läßt sich die Betrachtung in leicht ersichtlicher 
Weise er^nzen, worauf jetzt nicht weiter eingegangen zu 
werden braucht. 

g 30, Die experimentelle IiSsung des Torsioosproblems. 

Die vorhergehenden Betrachtungen erlangen eine besondere 
Bedeutung durch den umstand, daß sich die Spanuungsfläehe, 
wie L. Prandtl ebenfalls nachgewiesen hat, für jede beliebige 
Quersehnittsforni durch einen einfachen Versuch ermitteln 
^t, so daß man das Torsionsproblein auch für solche Quer- 
schnitte, bei denen die Rechnung versagt, weil sie viel zu 
umständlich würde, wenn auch nicht genau, aber doch mit 
vollständig genügender Annäherung lösen kann. 

Diese Lösung beruht auf dem Nachweise, daß die ge- 
krümmte Fläche, in die eine nn den Rändern festgehaltene, 
vorher ebene Haut {etwa eine Seifenhaut, wie sie bei den 
Seifenblasen vorkommt) infolge eines auf der einen Seite 
wirkenden Luftüberdruckes Übei^eht, mit der Spanhungsfläebe 
des Torsionsproblem B zusammenfällt. Man denke sich nämlich 
aii8 einem ebenen Bleche ein Loch ausgeschnitten von der 
Gestalt des Querschnitts, für den das Torsionsproblem gelöst 
werden soll nnd in dem Loche zwischen den Rändern eine 
Haut aus Seifenlösung ausgespannt. Diese Haut bleibt eben, 
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SO lange der Luftdruck auf beiden Seiten gleich ist Wenn 
aber das Blecb, in dem die Haut auBgespannt ist, den Deckel 
eines Gte^es bildet, in dem man den Luftdruck etwas erhöht 
oder erniedrigt, wölbt sich die Haut und ihre Fläche gibt 
uuter der Voraussetzung, daS die Auswölbung als klein im 
Yerluiltnisse zu den LängenabmesBungen des Querschnitt« be- 
trachtet werden kann, zugleich die gesuchte Spannongsflsche an. 

Eine Haut, wie wir sie hier betrachten, hat keine Biegnngs- 
steifigkeit und auch ihre Spannung wird durch die Auswöl- 
bung nicht oder wenigstens nicht merklich geändert. Bei der 
Seifenhaut handelt es sich dabei um die durch die EapUlar- 
kräfte hervorgebrachte OberfläcbenspannaDg der Flüssigkeit, 
die bei der gekrümmten Haut fflr jede Stelle und nach allen 
Dichtungen bin ebenBOgro& bleibt, wie bei der ebenen Haut. 
Aber auch bei einer tierischen Haut, die wie ein Trommelfell 
ausgespannt ist, macht die elastische Dehnung, die mit einer 
Auswölbnng verbunden ist, so wenig aus gegenüber der Deh- 
nung, die von der nrsprüi^lichen Änsspannnng des Felles über 
der 0£mung herrührt, daß man die Spannungen vor und nach 
der Auswölbung nach allen Richtungen bin als unveränderlich 
ansehen kann. Dabei wird natürlich vorausgesetzt, daß das 
Trommelfell beim Ausspannen ziemlich stark und nach allen 
Richtungen hin gleichmäßig angezogen wurde. 

Hinsichtuch dieser Unabhängigkeit der Spannung von der 
Ausbiegung unterscheidet sich der Fall, mit dem wir es jetzt 
zu tun haben, sehr wesentlich von der in § 24 des vorigen 
Abschnitts behandelten „dünnen Platte mit großer Ausbiegung". 
Damals wurde vorausgesetzt, daß die Platte im unbelasteten 
Zustande nicht angespannt sein sollte, so daß die in ihr auf- 
tretenden Spannungeu ausschließlich von der Ausbiegung her- 
rührten, während jetzt umgekehrt eine verhältnismäßig große 
Anfangsspannung vorausgesetzt wird, die durch die Ausbiegung 
entweder Überhaupt nicht oder doch wenigstens nicht merklich 
geändert werden kann. 

Die Diderentialgleichung der gekrümmten Fläche, in die 
die Mtttelebene einer solchen Haut nnter dem Einflüsse eines 
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konstanten Überdnietes p von der einen Seite her übei^eht, 
^t sich tür den vorher schon TOrausgesetzten Fall, daß die 
Äushiegungen w senkrecht zur Plattenebene klein bleiben im 
Verlmltnisse zu den Abmessungen der Bandlinie, durch 
eine einfache Betrachtung im Anschlüsse an Abb. 21 ableiten. 



In dieser Abbildung ist ein Schnitt durch die Haut parallel 
zur XF-Ebene angegeben. Die TZ-Ebene fallt mit der Ebene 
zusammen, in der die Haut ursprünglich ausgespannt war. 
Man betrachte ein Haiitelement, dessen Projektion auf die 
rZ-Ebene ein Rechteck von den Seiten dy uud de bildet 
Ad der parallel zur XZ-Ebene gehenden £ante dieses Haut- 
elenientes mit der Abszisse j/ greift die in die Abbildung ein- 
getragene Spannung Sde an. Unter S ist dabei die auf die 
Längeneinheit eines Schnittes entfallende Spannung zu ver- 
stehen, so daß also nach dem, was vorher darüber gesE^ war, 
S als eine Eonstante zu betrachten ist. Die Spannung Sde 
hat eine Komponente in der Bichtung der X-Achse, die bei 
kleiner Ansbiegnng der Haut gleich 



gesetzt werden kann. Auf der gegenüberliegenden Kante mit 
der Abszisse y -i- dy tritt ebenfalls eine Zugspannung von der 
Größe Sde auf. Deren in der X-Richtung gehende Kompo- 
nente, die der vorigen en^egengesetzt gerichtet ist, unter- 
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scheidet sich von dieser der Größe nach um. ein Differential, 
weil die Neigung der Tangente an der Stelle y + dy Von der 
an der Stelle y etwas verschiedmi iat. Die algebraische Summe 
beider Eomponeuten wird daher gleich 

Wenn die positiven Achsenrichtungen so gewählt sind, 
wie aus Abb, 21 hervoi^eht, hat c^wjdtf und hiermit der vor- 
hergehende Äuadruck überall einen negativen Wert Er gibt 
duher die algebraische Summe beider X-Komponenten auch dem 
Vorzeichen nach richtig au, indem jenen Komponenten, die im 
Sinne der positiven X-Achse gehen, das positive Vorzeichen 
beizulegen ist. 

An den beiden andern Kanten des rechteckigen Haut- 
elementes greifen Zugspannungen von der Größe Sdy an, deren 
X-Komponenten ebenso wie vorher ausgedrückt werden können 
und die algebraische Summe 

Sdy ■ l'j^ ds 

liefern. Dann wirkt noch auf die Fläche dyds des Hant- 
elements als Belastung der Luftüberdruck pdyds im Sinne 
der positiven X-Achse. Das Gleichgewicht gegen Verschieben 
im Sinne der X-Achse erfordert, daß die algebraische Summe 
aller in dieser Richtung gehenden Kräfte zu Null wird. Das 
liefert nach Wegheben des gemeinschaftlichen Faktors dydz 
die gesuchte Differentialgleichung, nämlich 

V + W + '-»- (äo^) 

Zur näheren Bestimmung von w tritt dann noch die 
Grenzbedingung, daß w überall am Umfange zu Null werden 
muß. 

Wie man sieht, stimmt aber Gl. (202) vollständig mit der 
Differentialgleichung (198, S. 1 70) für dieSpanuungsfläche überein, 
falls man daf^r sorgt, daß zwischen den Konstanten die Be- 
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2cG - 1- . (203) 

erfüllt wird. Da auch die Grenzbediuguugea am üm&nge mit 
einander übereinstimmen, fallen daher beide Flächen in der Tat 
miteinander znaammen, womit ^die am Eingänge dea Para- 
graphen aufgestellte Behauptui^ erwiesen. 

Auch diese Betrachtnug läßt sich ohne weiteres auf den 
Fall übertri^n, daß der Querschnitt hohl ist, wovon aber 
jetzt abgesehen werden soll. 

§ 31. Die Torsion von runden Stilben mit veränderliolieni 
Durchmeaser. 

Der häufigst vorkommende Fall der Torsion eines Stabes, 
von zylindrischer Gestalt ist zugleich der einfachste. In diesem 
Falle bleibt jeder Querschnitt eben und er dreht sich ohne 
Formänderungen in der Querschnittsebene um einen gewissen 
Winkel, den Yerdrehungswiukel. Bei den prismatischen Stäben 
von beliebigem Querschnitt, die wir bisher betrachtet haben, 
ist die Formänderung weniger einfach, als bei den zylindrischen 
Stäben, insofern sich die Querschnitte krümmen. Diese Krüm- 
mung wird durch die Verschiebung | in der Richtung der 
Stabachse hervoi^ebracht. Dagegen befolgen die Verschiebungen 
rj^ parallel zur Querschnittsebene noch dasselbe einfache Ge- 
setz wie beim zylindrischen Stabe, indem sie einer einfachen 
Drehung des Querschnitts um den Torsionswinkel entsprechen. 
Zieht man also innerhalb des Querschnitts vor der Verdrehung 
it^end eine gerade Linie, so liegen zwar, wegen der Ver- 
schiebungen I die durch diese Linie verbundenen Teilchen 
nach der Verdrehung auf einer Kurve; aber die Projektion 
dieser Kurve auf die F^-Ebene ist auch nach der Verdrehung 
noch eine Gerade. Man kann sich mit anderen Worten den 
Endzustand auch dadurch herbeigefahrt denken, daß der Quer- 
schnitt zuerst ohne Formänderungen innerhalb der Querschnitts- 
ebene um den Verdrehungswinkel gedreht wird, worauf man 
nur noch die Verschiebungen | senkrecht zur Querschnitts- 
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ebene folgen zu lassen braucht, die bei allen Querschnitten in 
derselben Weise vor sich gehen. Der ganze Vorgang der 
Formänderung unterscheidet sich daher von dem . des zylin- 
drischen Stabes nur durch das Hinzutreten der Verschiebungen 
I, während er sich im übrigen in derselben einfachen Weise 
abspielt, wie beim zylindrischen Stabe. 

Bei dem Falle, den wir jetzt untersuchen wollen, haben 
wir es mit einer Verallgemeinerung des Torsionsvorganges für 
den zylindrischen Stab zu tun, die nach der entg^engesetzten 
Richtung hin geht, wie bei den prismatischen Stäben. Wir 
wollen nämlich jetzt den Fall betrachten, daß zwar die Quer- 
schnitte bei der Formänderung eben bleiben, | also gleich 
Null ist, während die Verschiebungen ijf; nicht mehr demselben 
einfachen Gesetze gehorchen, wie beim zylindrischen und dem 
prismatischen Stabe von beliebigem Querschnitte, so nämlich, 
daß diese Verschiebungen >;£ zu Verzerrungen innerhalb der 
Querscbnittsebene führen. Denkt man sich also wieder eine 
gerade Linie im Querschnitt vor der Formänderung gezogen, 
so erfährt sie eine Krümmung, aber diesmal nicht wegen der 
Verschiebungen ^, die vielmehr Nnll sind, sondern wegen der 
Verschiebungen jjg innerhalb der Querscbnittsebene. 

Es wird sich zeigen, daß der Fall, von dem hier die Kede 
ist, hei der Verdrehung eines Stabes vorliegt, der die Gestalt 
eines ümdrebungskörpers hat. Auch dieser Fall ist praktisch 
genau ebenso wichtig, wie der eines prismatischen Stabes, etwa 
von rechteckigem Querschnitte und er bedarf daher ebensogut 
einer näheren Betrachtung. Im Maschinenbau kommt es näm- 
lich häufig vor, daß eine Welle zwar überall kreisförmigen 
Querschnitt, aber an einzelnen Stellen verschiedene Durch- 
messer hat. An den Übergangsstellen treten dann höhere 
Spioinungen auf, als sich nach der Theorie der Torsion 
zylindrischer Stäbe erwarten ließe. Um diese zu ermitteln, 
oder wenigstens abzuschätzen, muß man von der hier aus- 
einanderzusetzenden Theorie ausgehen. 

Um nicht weitKufiger zu werden, als es für den Zweck, 
den wir jetzt im Auge haben, nötig ist, setae ich weiterhin 
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TorauB, daß der Körper, der die besprochene Gestaltsänderang 
ausfahrt, ein Umdrehungskörper sei, der an beiden Endquer- 
eebuitten durch Kräftepaare verdreht wird, wahrend am Maat«! 
keine äußeren Kräfte ai^reifen. Ich kann mich nämlich unter 
diesen Umständen darauf beechiänken, nur eine solche Form- 
änderung zu betrachten, bei der jeder in einem Querschnitte 
gezogene Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Stabachse hegt, 
keine Gestaltsänderung bei der Verdrehung erfiihrt, sondern 
nur um einen gewiaseii Winkel um die Stabachse gedreht 
wird. Der einzige unterschied gegenüber der Formänderung 
bei der Verdrehung eines zylindrischen Stabes besteht dann 
darin, daß jetzt die verschieden großen Kreise, die man 
vom Mittelpunkt des Querschnitts aus ziehen kann, 
um verschieden große Winkel gedreht werden, 
während beim zylindrischen Stabe alle um denselben Winkel, 
nämlich um den Torsionswinkel gedreht werden. Das hat 
dann zur Folge, daß jeder Radius bei dem Umdrehungskörper 
eine Krümmung erfährt, während er beim zylindrischen Stabe 
geradlinig bleibt. 

Daß die in dieser Weise erfolgende Formänderung in der 
Tat durch die Kräftepaare an den Stabenden hervorgebracht 
wird, falls auf den Mantel des Stabes keine äußeren Kräfte 
wirken, muß nattirlich erst noch durch die nachfolgende Be- 
trachtung erwiesen werden. 

An die SteUe der Gleichungen (169) und (170), S. 145 

von denen die Theorie der Torsion prismatischer Stäbe aus- 
geht, setze ich jetzt die Gleichungen 

1-0; rj^pe; i = ~pt,. (204) 

Ferner soll 

r'-f+e'- (205) 

gesetzt, also unter r der Abstand irgend eines Punktes xye 
von der Stabachse verstanden werden, während unter p irgend 
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«ine zunächst unbekannte Funktion toq x und r zu Terst«h«n 
ist. Durct die Gl. (304) wird der vorher besprochene Form- 
änderungszustand analytisch beachrieben. Irgend ein Kreis 
vom Halbmesser r, dessen Mittelpunkt auf der Stabachse liegt, 
dreht sich nach den Gleichungen (204) im Sinne des Uhi^ 
zeigers um den Winkel p um die Stabachse. 

Wir müssen zunächst zeigen, daß die Gleichungen (204) 
zu einem möglichen Formänderungszustande führen, d. h. daß 
die Werte gijg bei passender Wahl Ton p den elastischen 
Grundgleichungen ((32), S. 49) und zwar für X - T - Z = 0, 
also den Gleichungen 

'■S + iT^bal-o 1 

genflgei]. Wir bilden zunächst 

dx ' oy 02 cy " ci ardy " dr dz 

Nach Gleichung (205) ist aber 

!*: = -?- und ^" = ^ 
dy r C! T 

und wenn man dies einsetzt geht die vorige Gleichung über in 
e = 0. (207) 

Der betrachtete Formanderungszustand ist also mit keiner 
Volumenänderung weder des ganzen Stabes, noch seiner kleinsten 
Elemente verbunden. Die Gleichungen (206) vereinfachen sich 
hiermit zu 

7*4 = 0; V»7j~0; V»£ = 0, (208) 

von denen die erste wegen £ = ohne weiteres erfüllt ist. 
Wir bilden jetzt V*i). Zunächst wird nach Gl. (204) 
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und ferner erhält man der Reihe nach 



cy ey er r 

9*1 Sp z , 3'j> a' , cp (21 f»\ 



Setzt man diese Differentialquotienten in die Gleichung 
V*ij = ein, so geht sie über in 

|:5 + £§ + ||? = (^ (209) 

Dieser Gleichung muB daher die bisher unbestimmt 
gelassene Firnktion p tod x und r jeden&lls genügen, damit 
der Ansatz in Gl. (204) zulässig sei. 

In derselben Weise hat man jetzt die Differentialquotienteu 
von t zu bilden und sie in die Gleichung V*g =- einzusetzen. 
Diese Rechnung spielt sicli genau nach dem Muster der vor- 
her ausführlich angeschriebenen ab und führt zu derselben 
Gleichung (209). Es ist hiermit bewiesen, daß den elastischen 
Grund gleiehungen durch den Ansatz (204) genügt wird, falls 
p die durch Gl. (209) ansgesproehene Bedii^nng erfüllt 
Unsere Aufgabe ist daher jetzt darauf zurückgeführt, 
eine Lösung von Gl. (209) zu suchen, die zugleich den 
Grenzbedingungen am Mantel und an den Endquer- 
schnitten des Stabes genügt. 

Da sich die Grenzbedingongen auf die Kräfte beziehen, 
die an diesen Stellen angreifen, wollen wir vor allem den 
SpannungBzustand betrachten, der mit dem durch die Gl. (204) 
ansgespro ebenen Formänderungszustande verbunden ist. Daza 
stützen wir uns auf die Gleichungen (27) und (28), S. 48. 
Ans der ersten der Gleichungen (27) folgt zunächst wegen 
1 = und mit Rücksicht anf Gl. (207) 
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o.-O 
d. h. in jedem Querechnitte treten nur Schubapannnngen und 
keine Normalsp&nnnngen auf. Für die Schubspannungen er- 
hält man nach den Gleichungen (28) hier 

. '.,-a>%, r..-~Oy'Z (210) 

d. h. die Scbuhspannungen stehen im Querschnitt überall recht- 
winklig zum Radius und haben im Abstände r die Größe 
Grdpjtx. Da im allgemeinen rp/cx noch von r sovrohl als 
von X abhängig ist, sind daher die Schub Spannungen nicht 
proportional mit r, d. h. sie TCrteilen sich nicht, wie beim 
zylindrischen Stabe, f&r den cpjdx eine Konstante ist, nach 
einem Gradliniengeeetze über den Querschnitt, Boadem nach 
irgend einem noch unbekannten, verwickelteren Gesetze. Da- 
gegen sind die in den Querschnitt einzutragenden Spannungs- 
linieu ebenso wie beim zylindrischen Stabe konzentrische 
Kreise und die Bedingung für den Umfang, daß dieser mit 
einer Spannungslinie zusammenfallen muß, ist ohne weiteres 
erfüllt. 

Wir betrachten femer die Spannungen, die in einem durch 
die Stabachse gelegten Meridianschnitte übertr^en werden. 
Da der Formänderungs- und demnach auch der Spannungs- 
zustand rings um die Achse symmetrisch sind, werden in jedem 
Meridianschnitte dieselben Spannungen übertragen, wie in 
jedem anderen; es genügt daher, die Spannungen etwa für den 
in die XZ-Ebene fallenden Meridianschnitt aozugeben. Nun 
ist nach den Gleichungen (27), wenn man die hier zutreffen- 
den Werte einsetzt, 

V \dy ' m — 2j dr r 

und da für die X2-Ebene y zu Null wird, erhält man daraus 

d. h. in einem Meridianschnitt wird an keiner Stelle eine 
Normalspannung übertragen. Für die Schubspannungen erhält 
man nach den Gl. (28) 
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oder für die X2-Ebene, in der j/ = und z = r zu setzeu ist, 

.„-Gr?"; V-Grl». (211) 

Auch in den Meridianschnitt lassen eich Spannui^linien 
eintragen, die überEÜ in der Richtung der resultierenden 
Schubspannung fortschreiten. Die Differentialgleichung einer 
solchen Spamiungslinie ergibt sieb nach den Grl. (211) zu 



dp 



(212) 



Auch im Längs- oder Meridianschnitt des Stabes muß die 
Unmßlinie oder Merdianlinie mit einer Spannungslinie zu- 
sammenfallen. Das folgt nämlich aus der Bedingung, daß der 
Mantel des Stabs frei von äußeren Kräften sein soll. Denn 
wenn eine Spann ungsli nie die Umrißlinie unter irgend einem 
Winkel schneiden sollte, so hätte die Schnbspannung an dieser 
Stelle eine Komponente senkrecht zur Umrißlinie, und nach 
dem Satze von der Gleichheit der einander zugeordneten 
Schubspannungen müßte dann auch auf dem sich anschließen- 
den Elemente der Mantelfläche eine Schubkraft von der gleichen 
Größe übertragen werden. 

Vorgeschrieben ist aber die Grenzbedingung, daß der 
Mantel von äußeren Kräften frei sein soll und um dieser Be- 
-dii^ung zu genügen, müssen wir daher verlangen, daß die 
Funktion p von r und x überall längs der Meridianliuie der 
Gleichung (212) genügt. Dabei ist unter r in dem Differential- 
quotienten drjdx die Ordinate der Meridianlinie zu verstehen. 
Wenn eine bestimmte Gestalt des Umdrehuogskörpers voraus- 
gesetzt wird, ist damit drjdx als Punktion von x gegeben 
und es handelt sich dann darum, eine Lösung von GL (209) 
zu linden, die zugleich der Bedingung in Gl, (212) entspricht. 
Diese Aufgabe ist, abgesehen von unwesentlichen Konstanten, 
die dabei willkürlich bleiben, bestimmt; in der Begel wird sie 
sich aber nicht lösen lassen, weni^tena nicht mit Hülfe von 
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einfach gebauten Formeln. Mau kann aber, ähnlich wie bei 
der Torsion des prismatischen Stabes, die Aufgabe auch um- 
gekehrt behandeln, nämlich so, daß man zuerst irgend eine 
Lösung der Gleichung (209) annimmt und hieranf die Gestalt 
der Meridianlinie des Umdrehungskörpers nach Gl. (212) er- 
mittelt, die der angenommenen Lösung entspricht. Die Inte- 
gration, die hierzu nötig ist, läßt sich »uf jeden Fall, wenn 
nicht streng, so doch näherungsweise und zwar so genau als 
es verlangt wird, durch eine mechanische Quadratur ausfahren. 
Femer denken wir uns noch ein rechtwinkliges Yolumen- 
element von den Eautenlängen dx, dy, dz abgegrenzt, so daß 
die Fläche dy dz in der vorher betrachteten Querschnittsfläebe 
und das Rechteck dxdz in dem mit der X^-Ebene zusammen- 
fellenden Längsschnitt liegt. Die Spannungen auf diesen beiden 
Seitenflächen sind bereits festgestellt; es bleibt noch übrig, die 
Norroalspannung ö, auf der Fläche dxdy zu ermitteln, da die 
Schubspannungen auf dieser Fläche, durch die auf den anderen 
Flächen schon mit bekannt sind. Für a^ erhält man nach 
Gl, (28) und den vorher festgestellten Werten von £ und e 
zunächst allgemein 

„_ 2G|^y 

und insbesondere für die von uns ins Auge gefaßte Stelle, bei 
der y = zu setzen ist, 

«, = 0. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daß der Spannungs- 
zustand des ganzen Körpers schon vollständig bestimmt ist, 
sobald mau die Spannungslinien im Längsschnitt und die 
Größe der resultierenden Schubspannrmg an jeder Stelle des 
Lüigsschnitts kennt. Denn auch die vorher betrachtete, im 
Querschnitt auftretende Schub Spannung ist nach dem Satze 
von der Gleichheit der einander zugeordneten Schubspannungen 
durch die Schubspannungen im Längsschnitte schon mit be- 
stimmt. 

Man kann sich auch noch ein unendlich kleines recht- 
winklig dreiseitiges Prisma hetausgesehnitten denken, von dem 
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eine Baeisfläche in den Längsschnitt des Stabes, also in die 
XZEbene fällt, während von deu drei Seitenflächen eine in 
der QuerschnittBebene liegt, die zweite, zu der vorigen senk- 
recht stehende parallel zur XF-Ebene geht und die dritte 
durch das Element der Spannnngslinie im Längsschnitt eben- 
falls senkrecht zum Längsschnitt gezogen ist. Auf dieser 
letzten Seibenääche werden dann, wie aus der Gleich gewichts- 
betrachtung folgt, alle Spannimgekomponenteji zu Null. Hier- 
nach werden auf jeder Umdrehungsfläche, deren Meridianlinie 
eine der Spannungsliaien des Längsschnitts der Welle ist, 
UberhaDpt; keine Spannungen zwischen dem nach innen und 
dem nach außen hin liegenden Teile der Welle übertn^en. 
Jeder zwischen zwei solchen Spannungslinien liegende Teil 
der Welle Überträgt onablüngig von den übrigen Teilen einen 
gewissen Teil des ganzen Torsionsmoments von einem Ende 
der Welle nach dem anderen hin. 

Die Grenzbedingungen am Mantel des Stabes sind also 
durch unsere Lösung, felis eben die Bedingung (212) für die 
Umri&linie erfüllt ist, so daß diese selbst mit einer Spaonungs- 
linie zusammen fallen kann, jedenfalls befriedigt. Was nun 
die Bedingungen an den Endquerachnitten des Stabes anbetrifft, 
so haben wir vorher schon gesehen, daß in allen Querschnitten 
und daher auch in den Endquerschnitten nnr Schubspannungen 
auftreten, die fiberall tangential gerichtet sind. Über das Ge- 
setz, nach dem diese Schabspannungen mit der Entfernung 
von der Mitte zunehmen, ist durch die Gleichungen (210) frei- 
lich ebenfalls schon in bestimmter Weise verfügt, da p bereits 
durch die anderweitigen Bedingungen festgelegt ist. Wir 
können also unsere Lösung nicht etwa dem Falle anpassen, 
daß die Verteilung der äußeren Kräfte, die die Verdrehung 
hervorrufen, über die Endquer schnitte in ganz beliebiger 
Weise vorgeschrieben ist. Unsere Lösnng paßt vielmehr nur 
für deu Fall, daß diese Verteilung von selbst mit der aus den 
Gleichungen (210) hervorgehenden übereinstimmt. Dann sind 
aber in der Tat alle Bedingungen erfüllt und damit ist be- 
wiesffli, daß der Formänderangs- und Span nnngszu stand, wie 
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wir ihn vorher angaben, unter diesen Umständen auch w^irk- 
lich eintreten muß. 

Im übrigen verhält es sich in dieser Hinsicht mit der 
Torsion der UmdrehnngBkörper genau so wie mit der Torsion 
der prismatischen Stäbe. Auch bei diesen ist die Lösung ge- 
nau richtig nur unter der Voraussetzung, daß das verdrehende 
Kräftepaar an den Stabenden so angebracht wird, wie sich 
dies aus der Lösung selbst ergibt. Wie schon im dritten 
Bande näher besprochen war, macht sieb aber der Einfluß 
der besonderen Art, wie sich das Eräftepaar an den Stabenden 
aus Einzelkräften zusammensetzt, nur in der Nähe der Stab- 
enden selbst bemerkbar und in größeren Entfernungen von diesen 
Enden ist es gleicligültig, wie das verdrehende Kräftepaar im 
einzelnen angebracht ist. Das gilt ebenso bei der Torsion 
der TJmdrehungskörper; wir können daher die hier besprochene 
Lösung ohne Rücksicht auf die besonderen Verhältnisse au 
den Stabenden in größeren Entfernungen von diesen 'stets als 
zutreffend ansehen. 

Damit ist endgültig unsere Aufgabe auf die Integration 
der Gleichung (209) unter Berficksichtigung der Grenzbedingung 
in GL (212) für den Umfang zurückgeführt. 

§ 32. Der kegelförmige Stab. 

2ur Erläuterung der vorhergehenden Betrachtui^en sei 
hier als einfachstes Anwendungsbei spiel die Torsion eines 
Stabes besprochen, der die Gestalt eines abgestumpften Kreis- 
kegels bat. Hierzu setze man 

P-—--1 (213) 

{x' + r'f 

womit in der Tat, wie man durch Bildung der DifFerential- 
quotieuten leicht findet, die Differentialgleichni^ (209) be- 
ledigt ist. Jede Punktion von r und p, von der dies zutrifft, 
bt die Lösung des Torsionsproblems für einen Stab von 
iner bestimmten Gestalt an, die aus Gl. (212) hervorgeht. 
Setzt man p aus Gl, (213) in Gl. (212) ein, so geht sie Über in 
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aus der durch Integration 

r = Kx 
gefunden wird, wenn K die Integrationskonstante bedeutet. 
Die Uinrißlinte des MeridianBchnitts ist daher eine Gerade und 
auch alle Spannui^Blinien dieses Schnitts sind gerade Linien, 
die durch den Eoordinatentirsprung gehen. Die in 61. (213) 
gegebene Lösung bezieht sich daher in der Tat auf den kegel- 
förmigen Stab, der etwa von einer Abszisse a bis zu einer 
Abszisse h reichen kann. Die Schubspannung in irgend einem 
Querschnitt ist im Abstände r von der Achse nach 61. (210) 

t_GC . ^""^ ,. (214) 

{X' + r'-i"- 
Die Konstante C ist dem verdrehenden Momente propor- 
tional und in der früher schon oft besprochenen Weise durch 
eine Momentengleichung zu ermitteln. Auch die Kurve, in 
die ein vor der Formänderung gezogener Radius dnrch die 
Yerdrehnng übei^ht, folgt sofort aus 61. (213), indem sich 
jeder auf diesem Halbmesser gelegene Punkt um den Betrag 
pr senkrecht zum Halbmesser verschiebt. Bezeichnet man die 
Verschiebung pr mit v, so ist daher 



die Gleichung der Kurve. 



{^' + 



.4 



§ 33. Dielügensohaften des Spsmiangsfeldes im Längsschnitte. 
Li Abb. 22 ist ein Längsschnitt des Umdrehungskörpers 
gezeichnet, von dem dabei angenommen ist, daB er etwa aus 
zwei zylindrischen Teilen A und B von verschiedenem Durch- 
messer bestehe, die durch eine Übergangsstelle mit einer Aus- 
kehlung zusammenhängen. In den Schnitt ist eine Anzahl 
von Spannungslinien eingetragen, von jenem Verlaufe, wie er 
in diesem Falle ungefähr zu erwarten ist. Die Pfeile der 
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Schubspaminngen und daher auch der Spannaagslinien 
sind zu beiden Seiten der Stabachse entgegengesetzt gerichtet; 
im übrigen ist aber die 
Stab&chse zugleich eine 

Symmetrieachse des 
Spaunungefelden, so daß 
man Bich nur um den 
. Verlauf im oberen Teile 
des Längsschnitts zu 
kümmern braucht. 

Bezeichnet man jetzt 
der Kfirze halber die 




nenten parallel zur Achse 
und senkrecht dazu mit 
I zunächst nach den Gleichungen (211) 



= Gr|^; r^-^Gi 



ep_ 



{215) 



Außerdem soll noch mit t die resultierende Schubspannung 

im Punkte as, r und mit <p der Keigungswinkel bezeichnet 

werden, den sie mit der X-Achse bildet; dann hat man also 

r, " t cos tp; r^ = r sin y ; x* — r^* -(- t/. (216) 

Femer lautet die Differentialgleichung einer Spannui^s- 
linie, wenn man unter x und r deren Koordinaten versteht, wie 
schon in Gl. (212) ansgesproehen war, 

Tx^T^^ rr-'8x' ^'"'^ 

Wir wollen uns jetzt eine Linie n gezogen denken, die 
Überall rechtwinklig zu den Spaanungslinien verläuft. Be- 
rechnet man, um wie viel sich p ändert, wenn man um ein 
Differential dn auf der Linie n von einer Spanuungslinie nach 
außen hin zur nächsten fortschreitet, so erhält man 



dp-- 



^dns 



iip + ^ dn cos qo 
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nnd datier mit RUckBicIit aaf die Oleidiungen (216) 

dp Spz^ dpr^ 

dn dx z ^ dr X 

oder mit ßaeksicht aaf die 31«icliungen (215) 

(218) 



dp _ 



Alle Punkte, die auf einer orthogonalen Trajek- 
toiie n der Spannungalinien liegen, drehen sich daher 
bei der Formänderung um denselben Winkel p; diese 
Linien können daher auch als Linien gleichen Verdrehnngs- 
winkels bezeichnet werden. 

Die Spannungalinien können ferner als die Stromlinien 
einer ebenen Flüesigkeitebewegung angesehen werden. Freilich 
darf man, um zu einer solchen hydrodynamischen Abbildung 
des Spannungsfeldes zu gelangen, die Oeechwindigkeit der 
Strömung nicht einfach proportional zur Schubspanuung x 
setzen, weil sonst die Kontinuitätsbedingung für die Strömimg 
einer unzusammendrückbaren Flüssigkeit nicht erfüllt wäre. 
Um dieser Bedingung zu genfigen, setze man vielmehr, wenn 
unter u die Geschwindigkeit der Strömung und unter u^ und 
«,. ihre Komponenten verstanden werden, 

M-K»-»t; M,-Kr»t,; M, = «r»T,., (219j 

wobei a eine Konstante bedeutet, durch die der Maßstab aus- 
gedrückt wird, nach dem die Geschwindigkeit u auszumessen 
ist, um daraus die Schubspannung x abzuleiten. Nach den 
Gleichungen (215) wird dann- 

\l-.l;-' Ir -.«;■• (220) 

Wenn man diese Werte in die Differentialgleichung (209), 
der p zu genügen hat, nämlich 

einsetzt, geht sie über in 
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g^ + ^ = (221) 

und hiermit ist bewiesen, daß die Eontinuitätsbedingung durch 
die FlüsBigkeitsströmung ti erfüllt wird. Differentiiert man 
ferner die erste der Gl. (220) nach r und die zweite nach x, 
Bo erhält man durch Vergleich beider Ergebnisse 

^-^-^• = 3*^'. ' (222) 

Im Zusammenhange mit der Grenzbediugung, daß die 
äußerste Stromlinie mit der Umrißlinie des Längsschnitts za- 
sammeufallen maß, wird hierdurch die Flüssigkeitsströmung 
völlig bestimmt und unsere Aufgabe ist damit auf eine hydro- 
dynamische zurückgeführt. Eine strenge Lösung bei beliebig 
gegebener Umri&Iinie, z. B. bei der in Abb. 22 angenommenen, 
wird dadurch freilich nicht erleichtert; dagegen ist die hydro- 
dynamische Aufgabe, wegen ihrer unmittelbaren Anschaulich- 
keit einer Abschätzung viel zugänglicher, als die ursprünglich 
gegebene. 

Hierzu ist es jedoch von Vorteil, Öl. (222), die sich auf 
die WirbeUtärke der Flilssigkeitsbewegimg bezieht, durch eine 
andere, mit ihr gleichwertige zu ersetzen, die mit Hülfe eines 
von Stokes herrührenden allgemeinen Satzes leicht daraus 
abgeleitet werden kann. Ich kann diesen Satz hier &«ilich 
nicht als bekannt voraussetzen und muß deshalb, um ohne 
seine Hülfe zu dem angegebenen Ziele zu gelangen, eine etwa» 
längere Rechnung durchführen. 

Zunächst hat man für die Differentiation irgend einer 
Funktion von x und r, z. B. von u nach der Richtung von n. 

d>i cu . .du 

■5- ■= — . sm tp H- TT— cos tp, 

an dx ^ er ^' 

wovon vorher schon bei der Ableitung von Gl. (218) GebrauclL 
gemacht war. Nun folgt aus der Gleichung 

durch Differentiation nach x 
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imd entsprechend läßt sich auch der DifFerentialquotient -^ 



bilden. Damit erhält man für ^ 

du du, . . 

-j- ^ — -^ sin 91 cos fp — 



ä'y 4- -: — sin 91 eos ip ■ 



Dieser Äuedmck läßt sich noch weiter umformen; zu- 
nächst läßt er sich schreiben 



" '^ {bx *= 



+ COS w ( i "^ cos gi + -ä-' Sin ro I + -5-* ~ tt-i , 
^ \ex ^ or ^ I CT ex. 

wofUr auch, wenn man eine Differentiation in der Richtung 

der Stromlinien mit -^ bezeichnet, so daß also 

d b -d . 

ist, und unter Beachtung von Gl. (222) 

Au du^ . du^ , „u, 

Tn = ^ ds ^'" "P + dB coa -P + 3 f 

gesetzt werden kann. Ferner hat man 

du^ d , ^ du - dtp 

T. - r. (» ~" «') - d. "»"p-" ""1 'P j. 

du- d , . , du . , da 

n, - d. (« "■■■ »■) - d, S" 9> + » «.» ». ,,- , 

womit die vorhergehende Gleichung Elhergeht in 

dn da r 

Der Differentialquotient -^ hat aber eine einfache geo- 
metrische Bedeutung; bezeichnet man lümlich den Krümmungs- 
halbmesser der Stromlinie an der Stelle x, r mit R, so ist 
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Bätp — ds oder ^ = ;^ 
und hiemiit erhält man eodlich die gewünschte Gleichung 

'äl-l + ^'i- PI?) 

In der allgemeineren Form 

du u du, _du^ 
dn~ R'^ dr dx 

würde sie, wie anch nach dem Stokesschen Satze Tiel kürzer 
als hier geschehen nachgewiesen werden könnte, för jede ebene 
Flüssigkeitsströmung gelten. Benützen wir dingen die 
speziellere Form (223), so ist damit schon der besonderen 
durch Gl. (223) ausgesprochenen Art der Flüssigkeitsbewegung 
Rechnung getr^en, so daß in der Tat die anschanlicbere 
Gleichung (223) einen rolUtändigen Ersatz ftlr Gl. (222) bildet 
Durch diese Betrachtungen wird nun eine angenäherte 
Lösung der Aufgabe auf dem folgenden Wege ermöglicht. 
Man nehme zuerst versuchsweise irgend einen Stromlinien- 
verlauf an, etwa den in Abb. 22 gezeichneten. Man weiß 
schon, daß im zylindrischen Teile A der Welle und zwar in 
größerer Entfernung von der Übergangsstelle, wo also die 
Stromlinien geradlinig verlaufen, die Schubspannungen t pro- 
portional mit r, die Stromgescbwindigkeiten m daher pro- 
portional mit r* sind. Zieht man nun ii^nd eine Trajektorie 
n an der Übergangsstelle, so folgt aus der EontinuitÄts- 
bedingnng für jede Stelle von n der zugehörige Wert von u, 
indem dieser Wert von w sich zu dem im zylindrischen Teile 
filr dieselbe Stromlinie umgekehrt verhalten muß wie die Ab- 
stände benachbarter Stromlinien voneinander. Die Konti- 
nuitätsbedingung allein genügt daher bei gegebenem Strom- 
linienverlaufe bereits, um fiir jede Trajektorie « die Verteilung 
von u mit genügender Genauigkeit zeichnerisch zu ermitteln. 
Wenn dann der angenommene Stromlinienverlauf richtig sein 
soll, so muß von selbst das für u gefundene Verteilungsgesetz 
die durch Gl. (223) festf^tellte Bedingung befriedigen. Man 
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hat also damit ein Mittel, um die Ricbtigkeit des ausglich 
angeüoiTimenen Stromlinienverlaufes zu prüfen. Zugleich er- 
kennt man aus den Widersprüclien, die sich mit Gl. (223) 
ergeben, in welchem Sinne man die anfängliche Annahme ab- 
zuändern hat, um die Widersprüche zu vermindern und damit 
schließlieh zu einer praktisch genügend genauen Lösung zu 
gelangen. 

Das ist freilieh ein sehr mühsames Verfahren, das die 
Benützung einer im großen Maßstabe angelegten und sehr 
sorgfältig durcl^eführten Zeichnung verlangt, die wiederholt 
abgeändert werden muß, bis sie als befriedigend angesehen 
werden kann. Auch dann darf man keine große Qenauigkeit 
Ton di^em Verfahren erwarten. Eine solche wird aber für 
die piaktischen Anwendungen auch gar nicht verlangt, da 
hierfür schon eine nngefähre Schätzui^ als ausreichend an- 
zusehen ist. Eine bessere Lösung wäre freilich sehr zu 
wünschen; so lange sie fehlt, kann man sich aber auch mit 
der hier besprochenen begnügen. 

Hauptsächlich kommt es natürlich auf den Stromlinien- 
verlauf in der Nähe des Umfanges bei der "Übergangsstelle an, 
da hier die größten Spannungen auftreten. Und für die erste 
Wahl des Stromlinienverlaufes an dieser Stelle liefert Gl. (223) 
von vornherein einen Anhalt, da der Krümmungshalbmesser R 
des Umfanges gegeben ist. Anstatt' mit den Geschwindigkeiten 
M zu rechnen, kann man übrigens mit Hülfe der Gleichungen 
(219) auch die Schubspannungen selbst in Gl. (223) einführen, 
womit sie übei^eht in 



R 



+ f ■ 



Der Differentialquotient auf der linken Seite kann als die 
Spannungssteigung oder sein negativer Wert (wenn nämlich 
dn nach innen hin angenommen wird) als das Spannungs- 
gefäll bezeichnet werden. Im zylindrischen Teile der Welle, 
fern von der Übergai^steUe, ist R= ao und t^ stimmt mit t, 
zugleich auch an mit dr flberein; daher ist dort das Spannungs- 
FOppl, ElunliiMUUwarie. 18 
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gefall gleich , wie schon aus der Theorie der Torsion der 
zylindrischen Welle bekannt ist. Gleich zu Beginn der Über- 
gangsstelle kann r, immer noch als gleich mit t angesehen 
werden und für den Umfang gilt dann^ wenn man die Werte 
an dieser Stelle dnreh den Zeiger hervorhebt, 

Nun ist der Halbmesser r^ in den gewöhnlich vor- 
kommenden Fällen weit größer als der KrammuDgsbalbmesser 
R^ der Abrundvuig. Die Formel lehrt daher, daß das Spannungs- 
gefälle hier weit größer sein muß, als am Umfange des 
zylindrischen Teils. Die Stromlinien müssen sich daher 
in der Nähe der Abruudung stark zusammendrängen 
und die Spannung wird erheblich größer als am Um- 
fange des zylindrischen Teils der Welle und zwar gilt 
dies umsomehr, je kleiner der Halbmesser Rf, der Abrundnng 
im Vergleiche zum Wellenhalbmesser r, ist. 

Auf diesen Umstand hat man früher bei der Berechnung 
solcher Wellen nicht geacbtet uud die Folge war, daß man 
häufig zu kleine Abrundnngshalbmesser ausgeführt hat, die zu 
Wellenbrücheu an den Übergangsstellen führten. 

Hierbei muß übrigens noch bemerkt wei-den, daß die 
Überanstrengung des Materials au der Übergangsstelle bei einer 
Welle, die immer nur in demselben Sinne von einem kon- 
stanten Momente verdreht wird, nicht allzuviel schadet, da 
nach einer Überschreitung der Elastizitätsgrenze innerhalb 
dieses eng abgegrenzten Bezirkes sofort eine andere und zwar 
für die Festigkeit der Welle günstigere Verteilung der 
Spannungen eintritt, als wir sie hiei unter der Voraussetzung, 
daß die Elastizitätsgrenze nicht überschritten wird, gefunden 
haben. Etwas anderes ist es aber, wenn das verdrehende 
Moment stark wechselt und namentlich wenn es abwechselnd 
im entgegengesetzten Sinne dreht. So gering die erste Be- 
schädigung durch das Überschreiten der Elastizitätsgrenze auch 
sein mag, so wird doch durch eine genügend häufige Wieder- 
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holung zuletzt der Bruch herbeigeführt. In der Tat sind auch 
die im Betriebe öfters vot^ekommeDen Wellenbrüche, tou 
denen ich vorher sprach, in der Regel erst nach längerem 
Laufe der Maschine, oft erst nach Monaten oder selbst nach 
Jahren Toi^ekommen. 

FQr den praktischen Gebrauch laßt sich noch die folgende, 
bequem zu handhabende Rechen Vorschrift empfehlen. Man 
vei^leiche die größte an der Übetgai^ssteUe auftretende 
Spannung mit der Spannung am Umfange eines Hohkylinders 
von demselben üoßeren Durchmesaer wie der zylindriache Teil 
A der Welle und von einer Wandstärke, die als ein gewisses 
Vielfaches des KrümmungshalbmesserB an der Übergangsstelle 
anzunehmen ist. Ein solcher Vergleich wird nämlich durch 
den Umstand nahe gelegt, daß an der Übei^ngsstelle die 
Übertragung des Torsionamomentes vorwiegend in den äußeren 
Schichten erfolgt, also einigermaßen ähnlich wie bei einer 
hohlen Welle. 

Die Wanddicke der hohlen Welle, die die gleiche 
Beanspruchung am Umfange erfährt, sei mit rjÜ^ be- 
zeichnet. Dann ist rj ein Koeffizient, dessen genauere 
Bestimmung freilich nur auf Grund der vorher aus- 
einandergesetzten Theorie möglich ist, den man aber 
vorläufig unter den gewöhnlich vorliegenden Ver- 
hältnissen etwa zu 1,5 einschätzen kann. Sobald ^ be- 
kannt oder auf Grund dieser Schätzung angenommen ist, läßt 
sich die Spannung der hohlen Welle nach der gewöhnlichen 
elementaren Formel sofort berechnen, womit auch die ebenso 
hohe Beanspruchung der tatsächlich vorliegenden Welle an der 
Ubei^angsstelle bekannt wird. 

Alle vorhergehenden Betrachtungen beziehen sich auch 
auf den Fall, daß eine Welle, wie ans dem Längsschnitt in 
Abb. 23 zu ersehen ist, eine ringsumlanfende Ein- 
drehung erhalten hat. Die Beanspruchung wird hier, wie 
aus der Betrachtung des Stromlinienverlaufes sofort zu er- 
kennen ist, am größten im Grunde der Eindrehung und sie 
ist etwa ebenso hoch einzuschätzen, wie bei der Übergangs- 
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stelle in Abb. 22, wena der Krümmungshalbmesser der Ab- 
rundung in beiden Fällen gleich groß und der Durclimeaser 




des durch die Eindrebang geschwächten Teiles in Abb. 23 
ebensogrofi ist wie der Durchmesser des zylindrischen Teiles 
in Abb. 22. 

Verwandt mit den vorigen Fällen ist femer noch die 
Beanspruchung einer Welle an der Befestignugsstelle 
eines Rades, vermittels dessen das verdrehende Moment auf 




die Welle übergeleitet wird. In Abb. 24 ist angenommen, 
daß das Rad warm aufgezogen war und nur durch Reibung 
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auf der Welle festgehalten wird. Die Reibungskräfte 
zwischen der Innenfläche der Nabe und dem Wellenumfang 
treten dann an die Stelle von Schnbspaimungen and der Strom- 
linieoTerlanf laßt sich ganz im Rohen so etwa einschätzen wie 
er in Abb. 24 gezeichnet ist. Man wird dadurch sofort darauf 
aufmerksam, daß die größte Beanspruchung unmittelbar an der 
in Abb. 24 nach rechts hin gehenden Kante der Nabe zu er- 
warten ist Mit Rücksicht darauf empfiehlt es sich, die Welle 
an der Äufsitzstelle des Radea nicht so wie in Abb. 24 ge- 
zeichnet ist, glatt durchgehen zu lassen, sondern sie etwas zu 
verstärken und den Übergang durch eine geeignete Abrundung 
mit hinlänglichem Krümmungshalbmesser zu bewirken. 
Wenigstens dann, wenn die Welle dazu bestimmt ist, häufig 
der Größe und dem Verdrehungssinne nach wechselnde Mo- 
mente zu übertragen, wird man durch eine solche Anordnung 
ihre Widerstandsfähigkeit gegenüber der Anordnung in Abb. 24 
bedentend erhöhen. 

§ 34. Aueknicken einer auf Verdrehen beanspruchten 
langen Welle. 

Hier handelt es sich um einen Fall des labilen elastischen 
Gleichgewichts, der bei der Beanspruchung auf Torsion ein- 
treten kann und zwar dann, wenn die Welle sehr lang im 
Verhältnis zu den Querschnittsabmessungen ist und über die 
ganze Länge hin keine Lager oder Führungen hat, die sie an 
einem seitlichen Ausweichen verhindern. Wenn die Welle 
lang genug ist, tritt unter diesen Umständen bei hinreichender 
Steigemng des verdrehenden Momentes eine seitliche Aas- 
weichung, also eine Biegung ein, die schnell weiter anwächst 
und die Zerstörung der Welle durch die Biegungsbeanspruchung 
herbeiführt. Da die Vorbedingungen für diese Erscheinung 
nur selten gegeben sind, genügt es, wenn die Untersuchung 
hier nur unter der einfachsten Voraussetzung eines kreis- 
förmigen Querschnitts durchgeführt wird. — In den ersten 
beiden Auflagen des dritten Bandes hatte ich diesen O^eii- 
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stand schon behandelt; in der dritten Auflage wurde er da- 
gegen gestrichen und dafSr an diese Stelle Terwieeen. 

Die Sache selbst kennt wohl jedermann aus der Er- 
fahrung; zwar nicht aus der Erfahrung an eigentlichen Wellen- 
leitnngen, wohl aber mit einem dünnen Faden oder auch mit 
einem dünnen Drahte. Wenn ein Faden an beiden Enden fest- 
gehalten und dann verwunden wird, beginnt er, wenn die Ver- 
windung hinreichend weit vorgeschritten ist, seitlich auszu- 
weichen und sich spiralig aufzurollen. Man macht davon 
Oebrauch, wenn man den langen Faden zu einem doppelten 
von der halben Länge zusammenlegen will. Die beiden Teile, 
die man zusammenlegt, wickeln sich dann ohne weiteren Zwang 
in Schraubenlinien umeinander und bilden dadurch nachher ein 
gut zusammenhängendes Ganzes. Auch Metalldrähte, die man 
bei Festigkeitsprüfungen auf Verwinden beansprucht, brechen 
sehr häufig nicht einfach durch Verstreu der Torsionsfestigkeit, 
sondern erst nach vorausgehendem Ausknicken, d. h. nach 
einer Formänderung, bei der die Mittellinie in eine lang- 
gestreckte Schraubenlinie übergeht. 

Zur Untersuchung dieser Erscheinung kann man ähnlich 
verfahren, wie bei der gewöhnlichen Knickfestigkeit. Man sehe 
zu, wie groß das verwindende Moment M sein muß, um eine 
Ansbauchiuig, die als bereits vorhanden vorausgesetzt wird, 
gerade au&echt zu erhalten. Bei einem kleineren Werte von 
M wird sich die Mittellinie der Welle von selbst wieder 
gerade strecken imd bei jedem größeren Werte wird die Aus- 
bauchung weiter fortschreiten. Das gefundene M stellt 
also die kritische Verdrehungsbelastung der Welle dar. 

In Abb. 25 
ist in axoEometri- 
scher Zeichnung 
di e Sehr aubenlin ie 
angegeben, in die 
die Mittellinie^ der 
Welle übergegan- 
gen sein m^. Zur 
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besseren Orientierung ist auch der Zylinder angedeutet, auf 
dem die Schraubenlinie li^t. Der Querschnitt der Welle ist 
dagegen weggelassen; mit dem gezeichneten Zylinder hat da- 
her der Umriß der Welle selbst nichts gemein. Die anfäng- 
liche Lage der Wellenmittellinie im un verdrehten Zustande 
möge mit der Erzeugenden X des Zylinders zusammeof allen; 
daB sie überhaupt mit einer Zylindererzeugenden zusammen- 
fallen muß, folgt daraus, daß die Enden der Wellenmittellinie 
gegen eine seitliche Ausweichung gestützt sind. 

Man lege irgend einen Querschnitt mtn durch die Welle 
und bringe daran das verdrehende Moment M an. Dieses Mo- 
ment ist eine gerichtete Größe, die parallel zur X-Achse geht. 
Wir zerlegen es in zwei Komponenten, von denen die eine in 
die Richtung der Tangente an die Schraubenlinie fällt und die 
zweite senkrecht dazu steht. Die erete Komponente entspricht 
den Torsionsepamiungen im Querschnitte der Welle und die 
zweite hält bei passender Größe die Biegung der Wellenmittel- 
linie aufrecht. 

Eechtwinfelig zur X-Achse seien noch zwei Koordinaten- 
achsen der if und z angenommen. Die Winkel, die die Tangente 
an die Schraubenliiue mit den Koordinatenrichtungen bildet, 
seien mit a, ß, y bezeichnet. Dann ist genau genug cos a = 1, 
dagegen 

Hier sind unter y, s Koordinaten eines Punktes der Wellen- 
mittellinie und. unter rfs ein Längenelement dieser Linie zu 
verstehen. Zerlegt man jetzt das ganze, in der Richtung der 
X-Achse gehende Verdrehungsmoment M in drei Komponenten, 
von denen eine in die Richtui:^ von ds und die anderen in 
die Richtungen der l'-und ^- Achse fallen, so hat man für letztere 

M^ = Jlf cos ß - JK^^- ; Jtf, = itf^. ■ 

Das Moment M^, dessen Richtung parallel zur F-Achse 
geht, sucht eine Ausbiegung in der Richtung der ^-Achse her- 
vorzubringen. In der Tat stehen ja bei einer gewöhnlichen 
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Biegung, bei der alle Kräfte in derselben Ebene liegen, die 
Momente, wenn man sie nicht nur der absoluten Größe nach 
betrachtet, sondern sie ab gerichtete Größen auffaßt, alle 
senkrecht zur Belastungs- oder zur Biegungsebene. So ist es 
auch hier und die doppelte Krümmung der elastischen Linie 
wird durch das Zusammenwirken von M^ und JW, veranlaßt. 
Nach dem Superpositionsgesetze können wir die Wirkungen 
von M,j und M^ gesondert betrachten und beide nachträglich 
zusammen setzen. Für die Wirkung von M^ für sich gilt die 
Differentialgleichung der elastischen Linie in der Form 



E& 






= - M-. 



und dazu kommt noch för die andere Äusbiegungsrichtung die 
Gleichung 



Die Vorzeichen in diesen beiden Gleichungen sind indessen 
noch zweifelhaft und bedürfen einer besonderen Untersuchung. 
Angenommen, y, z, ~- , j- seien an der betrachteten Stelle 
alle positiv und ebenso 
M^, M^. Wenn dann 
il/j, einer Drehung im 
Sinne des Uhrzeigers, 
also in der Richtung 
von der X- zur J?-Achse 
entspricht (vgl. Abb. 26), 
trifft dies auch für M, 
zu, die Drehung geht 
also hier von der Y- 
zur X-Achse. Auf die 
Abb. SB. X-Achse bezogen, gehen 

daher beide Drehungen 
in verscbiedfner Richtung. ^Daraus folgt, daß bei gleichen 
Vorzeichen von M,^ und M^ beide in die Differentialgleichung 
der elastischen Linie mit verschiedenen Vorzeichen einzuführen 
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sind. Welches man positiv und welches man negativ ein- 
zusetzen hat, hängt Ton Vorzeiehenfestsetzungen ab, auf die 
hier nicht weiter eingegangen zu werden braucht, da sie für 
das KeBultat, das ich hier ableiten will, gleichgültig sind. 

Schreibt man noch dx an Stelle von ds, so gehen jetzt 
die vorigen Gleichungen in die genauere Form 



(225) 



über. Die erste liefert nach Integration 

und dies setze ich in die zweite Gleichung ein. Diese geht 
dadurch über in 

Die Lösung dieser Gleichung, die ganz der Eulerschen 
Gleichung für den Fall der gewohnlichen Knickfestigkeit ent- 
spricht, lautet 

y-^8in^^ + Bcos^3:-C^, (227) 

wenn man mit ß zur Abkürzung den Wert 

ß-±Ee (228) 

bezeichnet. Für z gilt natürlich eine Gleichuüg von derselben 
Form, wie man sofort einsieht, wenn man aus den Gleichungen 
(225) y anstatt 2 eliminiert. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten A und B be- 
nutzen wir die Grenzbedingungen, daß ^ = sein muB für 
a,' = und für ar = Ü. Daraus folgt 

und daher schließlich 

y-j ( J"-^ (1 - cos ßi) + cos ^j; - 1 j- (229) 
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Die Integrationa konstante C bleibt zunächat noch un- 
bekannt. Wir differentiiaren jetzt i/ zweimal und setzen den 
zweiten Differentialquotienten in die zweite der Grleichungen 
(225) ein, um z zu erhalten. Wir finden 



•^'J'^-r'«!"''.^^^ 



(231) 



und daher nach einmaliger Integration 

Äiicb z muß für 3^ =- und für x — l verschwinden. 
Bedingung Liefert die neue Integrationskonstante K 

C,_-jo.ßl 

so daß e übergeht in 

Die andere Grenzbedingung dagegen lehrt, daß zur Ä-utrecht- 
erhaltung des angenommeneu Gleichgewichtszustandes oluie 
Rücksicht auf die Größe von C, A. h. auf die Größe der Aub- 
bieguug 

(1 - cos ^0' + 8in* ßl'O 

sein muß. Damit eine Summe von zwei Quadraten ver- 
schwinde, muß jedes Quadrat für sich rersehwinden, also muß 
sin^/ — und oob ßl — -\- \ sein. Dazu muß ß so weit 
angewachsen sein, daß der Winkel ßl ^ 2x wird. Mit Rück- 
sicht auf die Bedeutung von ß hat man daher die Bedingungs- 
gleichung 

§l-2:i oder Jif-2«-®- (232) 

Das ist die kritische Verdrehungsbelastung, die nicht er- 
reicht werden darf, wenn man ein Ausknicken der Welle ver- 
meiden will. 

Man kann dieser Gleichung auch noch einen anderen Aus- 
druck geben. Nach 31. (225) des dritten Bandes ist nämlich 
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der Verdrehuiigswiakel Aip, der durch das Moment M ver- 
anlaßt wird, 

. iMl Ml 

Setzt man in diese Gleichui^ den kritischen Wert tou M aus 

Gl. (232) ein, so erhält man 

Af = ii§- (233) 

Also erst dann, wenn der Verdrehungawinkel etwas mehr als 
eine Umdrehung beti^t, kann nach dieser Formel ein Ans- 
knicken eintret«u. Bei Stahlwellen müßte daher die Lange 
etwa das SOOOfache des Durchmessers betragen, wenn das 
Ausknicken früher als die Überwindung der gewöhnlichen 
Torsionefestigkeit eintreten sollte. Indessen ist za beachten, 
daß hierbei noch keine Rücksicht auf die schon vorher vor- 
handenen zufälligen Abweichungen der Wellenmittellinio von 
einer Geraden usw. genommen ist. Durch solche zufällige 
Umstände und ferner durch die Überschreitung der Elastizitäts- 
grenze kann die kritische Länge, von der ab das Ausknicken 
beginnt, ganz bedeutend herabgesetzt werden. Auch in dieser 
Hinsicht gleicht der Fall vollständig dem der gewöhnlichen 
Knickfestigkeit. 
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Vierter Abschnitt. 

UmdrehangskSrper mit achsialer symmetrischer 
Belastung - Wärmespannungen. 

§ 35. Die elastiBchen Qraudgleiohaiigeii in 
Z;llnderkoordinaten. 
Die erstie Aufgabe, mit der wir uns in diesem Abschnitt 
beschäftigen wollen, läßt sich mit Hülfe von Abb. 27 in 
IX folgender Weise aussprechen. 

■ Die Abbildung stellt den 

' Merdianschnitt durch einen 

UmdrehuDgskörper dar; die 
X-Achse ist die Symmetrie- 
Achse. Die Meridianlinie, 
also die äußere Umrißlinie 
kann beliebig gegeben sein. 
Der Mantel ist frei von 
äußeren Kräften; an den 
beiden senkrecht zur X-Achse 
stehenden Endquerschnitten 
A greifen zunächst Lasten 
parallel zur Achse an, 
die nicht gleichförmig ver- 
teilt zu sein brauchen, son- 
' dem nach irgend einem Ge- 

setze von dem Abstände r 
^<ya. der Achse abhängig sein können. Außerdem lassen wir 
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noch Schubspannungen r in den Endqueraclmitteii als äußere 
£räfte zu, die ebenfalls von r irgendwie abhängig sein sollen, 
aber überall radial gerichtet und ebenso wie die Normal- 
spannnngen rings um die X-Aehse symmetrisch verteilt sind. 
Man soll den Formänderuugs- und den Spannun^zustand an- 
geben, die durch diese Belastung in dem Körper hervoi^erufen 
Verden. 

Die hiermit gestellte Aufgabe ist praktisch von großer 
Bedeutung, da sie bei vielen, anscheinend ganz ^ einfachen 
Festigkeitsauf gaben, die man bei Bau- und Maschinenkonstruk- 
tionen zu lösen hat, zu Grunde liegt. Gewöhnlich hehilft man 
sich in solchen Fällen mit den allereinfachsten Näherungsan- 
nahmen, die freilich oft sehr weit von der Wahrheit ab- 
weichen. Für den Fall z. B., daß an den Bndquerschnitten 
keine Schubspannungen t, sondern nur gleichmäßig Über den 
Querschnitt verteilte Normalspannungen als Lasten auftreten, 
legt man der einfachen Festigkeitsberechnung die Annahme 
zu Grunde, daß auch in allen anderen Querschnitten des Um- 
drehungskörpers die Normalspannungen gleichmäßig verteilt 
seien. Das ist natürlich richtig für den Fall eines Zylinders; 
aber bei einer anderen Gestalt der Meridianlinie kann diese 
Annahme zu erheblichen Fehlem fuhren. 

Auch wenn ein Zylinder zwischen zwei parallelen Druck- 
platten zusammengedrückt wird, wie bei einem gewöhnliehen 
Druckvei^uche, erfährt er keineswegs eine einfache Druck - 
beanspruchung mit gleichmäßig über die Querschnitte verteilten 
Druckspannungen, sondern er gerät in einen viel verwickeiteren 
Spannui^Bzustand, weil sich die Reibung an den Drucksachen 
einer Querdehnung des ProbekÖrpers widersetzt, so daß an den 
Endquerschnitten außer den Normal Spannungen, über deren 
Verteilung man zunächst gar nichts weiß, auch noch Reibungen, 
d. h. Schubspannungen r in radialer Richtung auftreten. Die 
strenge Theorie des einfachen Druckversuchs mit zylindrischen 
Probekörpern gehört daher ebenfalls in den Kreis der hier zu 
behandelnden Aufgaben. 

Endlich sei noch als hierher gehörig der durch den 
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Ächaenschnitt in Abb. 28 angegebene Fall einer Kopfschraube 
angeführt. Die gewöhnliche Annahme, daß in dem Qaei> 
I schnitte, der den Übergang Ton dem 

I Schafte in den Kopf der Schraube Ter- 

mittelt, die Spannungen gleichmäßig über 
den Querschnitt verteilt seien, weicht hier 
sehr weit von der Wahrheit ab. Im Be- 
wußtsein der Unsicherheit dieser An- 
nahme sucht man sich freilich bei den 
praktischen Festigkeitsberechuungen da- 
durch zu helfen, daß man nur eine ver- 
hältnismäßig sehr niedrig bemessene zu- 
lässige Beanspruchung zu Grunde l^t. 
Man rechnet dabei darauf, daß zwar die 
größte auftretende Spannung erheblich 
höher wird, als sie aus der Division der 
Zugbelastung durch die Querschnittsfläche 
I gefunden wird, daß sie aber doch noch 

unter jenem Werte bleibt, der in Wirklichkeit 
^*'*'- '*" zu^ssig ist, ohne daß die Gefahr einer 

Überschreitung der Elastizitätsgrenze eintritt. Das trifft ja 
auch, wie die Erfahrung lehrt, in der Tat gewöhnlich zu. 
Immerhin sind die Fälle von unerwarteten , Brüchen solcher 
Sehrauben in den Übergangsquerschnitten zu den Köpfen, die 
zu sehr verderbliehen Folgen führten, nicht selten und es 
muß daher vor zu großem Vertrauen in die, gewöhnliche ein- 
fache Festigkeitsberechnung entschieden gewarnt werden. 
Offenbar spielt auch hier der Krümmungsradius der Äbrundung, 
durch die der Übergang ans dem Schafte in den Kopf ver- 
mittelt wird, eine ähnlieh wichtige Rolle, wie bei der im 
vorigen Abschnitte behandelten Verdrehungsbeanspruchung 
eines Körpers von dieser Gestalt. 

Die vorbeigehenden Bemerkungen zeigen deutlich genug, 
von welcher praktischen Bedeutung ein Studium der gestellten 
Aufgabe, falls es zu gesicherten und verhältnismäßig leicht zu 
handhabenden Ei-gebiiissen führt, zu werden vermag. Leider 



3vGooglc 



§ 35. Die elaatischen Gmndgleichungen in Zylinderkoordinaten. 207 

liegen zu eolctea brauchbaren Lösungen bisher nur geringe 
Anfänge vor. Das darf und soll una aber von der Behandlung 
der Aufgabe nicht abschrecken; zunächst deshalb nicht, weil 
diese Anfänge doch immerhin schon einiges bieten, was sich 
verwerten läßt und dann weil man zuversichtlich erwarten 
darf, daß eine scharf ausgesprochene Stellung der Aufgabe 
unter Hervorhebung ihrer praktischen Wichtigkeit zu weiteren 
Bemühungen und hiermit auch zu weiteren nutzbaren Ergeb- 
nissen führen wird. 

Zunächst haben wir die Aufgabe mathematisch zu for- 
mulieren. Sie ist natürlich in der allgemeinen Aufgabe der 
Elastizitätstheorie mit enthalten und deren Formeln lassen 
sich daher ohne weiteres übernehmen. Die Vereinfachungen^ 
die durch die Symmetrie der Form und der Belastung herbei 
geführt werden, sind indessen so erheblich, daß es sich ver- 
lohnt, an Stelle des allgemeinen sofoit einen vereinfachten 
Formelsatz aufzustellen, der sich auf die vorliegende Aufgabe 
allein bezieht 

Wir betrachten den Spannungszustand in einem Punkte 
mit den Koordinaten xr im Meridianschnitte der Abb, 27. In 
allen anderen Meridianschnitten herrscht natürlich in den gleick 
gelegenen Punkten derselbe Spannui^szustand. Wir denken 
uns durch den Punkt xr drei zueinander senkrechte Flächen- 
elemente gelegt, von denen eines in die-Xif-Ebene fällt, das 
zweite senkrecht zur X-Achse und das dritte senkrecht zur 
fi-Achse steht. In diesen Fl Sehen dementen werden zunächst 
Normalspannungen übertragen, die wir der Reihe nach mit. 
ff„ «^ und ff,, bezeichnen wollen. Der Zeiger t bei ff, soll, wie 
in früheren ähnlichen Fällen darauf hinweisen, daß ff, in tan~ 
gentialer Richtung, d. h. also senkrecht zum Meridianschnitte 
geht. Von den Schubspannui^en in den drei Schnittrichtungen 
läßt sich wegen der Symmetrie des Spannungszustandes um 
die X-Achse aussagen, daß in der XiJ-Ebene als Symmetrie- 
ebene keine Schnbspannungen übertragen werden können. Es 
bleibt daher von den Schubspannungstomponenten nur r^ = T^^ 
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von Null Terschieden, wofür der Kürze halber in der Folge 
einfaoli t geschrieben werden kann. Die Spannuugskompo- 
nenten ö„ e^, ff^ und t reichen daher aus, um den Spannungs- 
znstand an jeder Stelle zu beschreiben und unsere Aufgabe 
läßt sich dahin aussprechen, aie ab Funktionen von x und r 
darzustellen. 

Wir betrachten ferner die elastische Formänderung, die 
der Körper unter dem Einflüsse der Belastung erfährt. Sie 
wird genügend gekennzeichnet durch die Angabe der Ver- 
schiebungen ig jedes Punktes, a;r im Sinne der X- und der 
K-Aehse, denn eine Verschiebung in tangentialer Richtung, 
also senkrecht zur Meridianebene kann bei der symmetrischen 
Belastung offenbar nicht eintreten. Auch g und q haben wir 
als Funktionen von x und r darzustellen und wenn dies ge- 
lungen ist, sind damit auch die 0„ 0^ 6^ und v auf Grund 
des Elastizitätsgesetzes bekannt. 

Für die bezogenen elastischen Dehnungen £„ s^ und e, 
hat man 



wie ja aus früheren Betrachtungen schon hinlänglich bekannt 
ist. Für die kubische Ausdehnung e erhält man daher 

«-ft + fe + f- 

Zur vereinfachten Schreibweise der später auftretenden 
Formeln, die sonst recht unübersichtlich ausfallen würden, 
wollen wir einen Operator D einführen, der durch 

" - G-, + f ) (2"'') 

deSniert ist. Hiermit können wir für e jetzt schon kürzer 

(235) 



dl 



schreiben. Man beachte, daß bei der Ausführung der Ope- 
ration D die Variable x als eine Konstante zu behandeln ist. 
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Den Zus&uiinenliang zwischen den Spannungen und den 
Formänderungen, der sieh natürlich leicht anch wieder von 
neuem ableiten lie&e, wollen wir unmittelbar aus den allge- 
meinen Formeln (27) und (28) S. 48 entnehmen. Man muß 
dabei nur beachten, daß die bezogene Dehnung ~ jetzt durch 
^ und ^ durch ~ ausgedrückt wird. Dadurch findet man 



-2G 



+ . 



g;+^ 



= «(IIh 



(236) 



Auch die Gleichungen zwischen den Spannungskompo- 
nenten, die das Gleichgewicht eines Volumenelementes gegen 
Versehieben in den Richtungen der X- und der Ü- Achse aus- 
drücken, ließen sich aus den allgemeinen Formeln (24) ent- 
nehmen; wir wollen sie aber 
der Anschaulichkeit wegen 
lieber unmittelbar aus Ab- 
bildung 29 ableiten, in der 
ein Volumenelement in Auf- 
riß und Grundriß dargestellt 
ist. Nach Weghoben der in 
allen Gliedern vorkommenden 
Faktoren dx dr dip . lauten 
diese Gleichgewichtebedin- 
gungen, wie man aus der Ab- 
bildung sofort entnimmt, 

Führt man die Differen- 
tiationen nach r aus und 

TOppl, EUatUltKtitbsaii«. 
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(lividiert mit r, so lassen sich diese ßleichtingen mit BeIl^tzuI^^ 
des vorher eingeführten Operators D anch in der Form 






(237) 



anschreiben, in der wir sie in der Folge benutzen wollen. 
Setzen wir die Spannungskomponenten aas den Gleichungen 
(236) in die vorstehenden Gleichungen ein, so erhalten wir die 
elastischen Gnmdgleichimgen in Zylinderkoordinaten, nämlich, 
die beiden partiellen Differentialgleichungen^ denen die Ver- 
schiebungen 1^ genügen mflseen. Die dazu erforderlichen Um- 
rechnungen sollen für die erste Gleichung ausführlich wieder- 
gegeben werden; bei der zweiten sind sie ganz ähnlich. Zu- 
nächst erlült man 

äelg + ^^la + olDÜ + Ä "')-'>• 

Nach Gl. (235) ist aber 



Durch Zusammenfassen zweier Glieder in der vorher- 
gehenden Gleichung erhalten wir daher 

«« + «18+ .*_i£ + D5<_0 

Zx dx' m 2dx er 

oder endlich 



Durch Umformnngen von ähnlicher Art wird die zweite 
Grundgleiehung zu 

..-2S + S + S-, "<•-•' 

gefunden. Natürlich hätte man auch e mit Hülfe von Glei- 
chung (235) ganz eliminieren können; in der angegebenen Form 
sind aber die Gleichungen übersichtlicher. Wir wollen sia 
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□och etwas anders anschreiben, indem wir außer D noch zwei 
neue Operatoren einführen, die mit D^ nnd E* bezeichnet 
werden sollen, nämlich 






(238) 



so daß also zwischen den Operatoren D' nnd E^ der Unter- 
schied besteht 

Dann lauten die beiden Grundgleichungen 

* :: ■ (239) 

Der Operator E* wurde übrigens schon im zweiten Ab- 
schnitt in Gl. (119) eingeführt und in § 11 wurde bereits ge- 
zeigt, daß die damit bezeichnete Operation für den Fall, daß 
rings um die X-Achse Symmetrie herrscht, mit der Operation 
X— 5 -\- -TT-i zusammenfällt. Mit dem Laplaceschen Operator V* 
steht daher L^ in dem Zusammenhange, daß 

V - ri + E' - (S + 1^ + 7 »-,) (2*») 

ist. In der Tat geht ja auch, wenn man dies beachtet^ die 
erste der Grnndgleichiingen (239) unmittelbar aus der allge- 
meinen Form in den Gleichungen (32) hervor. Die beiden 
letzten der Gleichungen (32) ziehen sich in unserm Falle zu der 
letzten der Gleichungen (239) zusammen. 

Mathematisch ausgedrückt besteht nunmehr unsere Aufgabe 
darin, Lösungen der Gleichungen (239) unter Beachtung der 
Gl. (235) für e zu finden, die allen Grensbedingungen genügen. 

Hierzu ist es wünschenswert, aus diesen Gleichungen noch 
andere abzuleiten, die dann freilich von der vierten Ordnung 
sind, in denen nur eine der unbekaimten Funktionen e, S und 
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Q Torkommt. Am einfachsten gelingt dies fQr e, da ganz all- 
gemein nach 61. (32) 

V'c = 
ist, wofür hier 

g + E»e = oder kürzer (^^^ + E*) e = (241) 

geschrieben werden kann. Berücksichtigt man dies, so folgt 
durch Ausfahrung der Operation V an der ersten der Glei- 
chungen (239) in leicht vereiändlicher Schreibweise 

{^, + e)'i-o. (242) 

Um e aus der zweiten der Gleichungen (239) zu elimi- 
nieren, fahren wir daran die Operation {ä-s+ D'l ins. Hier- 
bei ist zu beachten, daß nach den Definitionsgleichnngen fUr 
die Operatoren D* und E^ 

\dx' ' Jcr Sx'er ' er dx^Cr er dr\Ba:' / 

ist, was nach Gl. (241) gleich Null zn setzen ist. Die zweite 
Grundgleichting geht daher über in 

Sie unterscheidet sich von der für g gültigen Gleichung (242) 
nur dadurch, daß E* durch D* ersetzt ist. 



§ 36. IiSsnngen für den Zylinder. . 

Von den Grundgleiehungen (239) lassen sich leicht Lö- 
sungen in großer Zahl angeben. Die Schwierigkeit besteht 
nur darin, jene herauszufinden, die zugleich den Grenzbedin- 
gungen genügen. Als die wichtigste Grenzbedingung ist dabei 
jene für den Mantel des Umdrehungskörpers anzusehen, der 
frei von äußeren Kräften sein soll. Eine Lösung der Glei- 
chungen, die dieser wichtigsten Bedingung genügt, ist stets zu- 
gleich auch eine Lösui^ der gestellten Aufgabe für einen be- 
stimmten Belastungsfall, wenn auch vielleicht nicht gerade für 
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einen, der von beaonderer Wichtigkeit ist. Immerhin ist aber 
jede solche Lösung als eine Bereicherung unserer Kenntnis 
zu betrachten. 

Man kann dabei zwei W^e einschiffen. Entweder nimmt 
man irgend eine Lösung der Gl. (239) an und ermittelt dann 
die Gestalt der Meridiankurve des Umdrehungskörpers so, daß 
fQr sie die Grenzbedingung am Mantel bei der gew^lten 
Lösung erfüllt ist. Oder man verlangt umgekehrt, daß die ge- 
suchte Lösung für eine von vornherein gegebene Gestalt des 
Umdrehungskörpers zutreffe. Die letzte Aufgabe ist natürlich 
im allgemeinen schwieriger zn lösen, als die erste. In be- 
sonders einfachen Fällen, so namentlich fQr einen zylindrischen 
Körper kana man sie aber doch lösen, wie hier jetzt gezeigt 
werden soll. 

Die einfachste Lösung für den Zylinder besteht natürlich 
darin, daß man 

£,^ ax + b, p -^ er, e^a + 2c 

setzt, worin a, b, c Konstanten sind, zwischen denen noch die 
Beziehung 

c + ^J'J^ =.0, d. h. c ~ 

besteht Denn in diesem Falle werden ö,., ö, und t überall 
zu Null und 

d. b. die Lösung entspricht der einfachen Zug- oder Druck- 
beanspruchung des Zylinders mit gleichförmig verteilter Be- 
lastimg. 

Diese Lösung läßt sich jeder aad(;rec überlagern. Msq 
kann sich also z. B. den Formänderungs- und Spannungszustand 
eines Zylinders, der einem einfachen Druckversuche in einer 
Festigkeitsmaschine mit ungeschmierten Druckplatten imterr 
werfen wird, aus zwei sich übereinander lagernden Teilen be- 
stehend denken, von denen der eine der vorstehend beschriebene 
ist. während der andere die von diesem in Wirklichkeit be^ 
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Bt«heiide Abweichimg angibt. Wir brauchen uns dann weiter- 
hin ntu* noch um den letzten Teil zu kümmern: er entspricht 
einem Belashmgefalle des Zylinders, bei dem die an jeder 
Dnickfläche angreifenden äußeren Kräfte unter sich ein Gleicb- 
gewichtasystem bilden. Hieraus ist schon zu schließen, daß 
sich der Einfluß dieser Lasten haupt^ichlich in der Nähe der 
Drucksachen geltend machen wird, während er in größerer 
Entfernung davon schnell abnimmt. 

Für den Zylinder lauten die Grenzbedingungen am Mantel 

«^ — und T — 

für r -= r,, wenn man unter fj den Halbmesser des Zylinders 
versteht Daraus ist zu sdiließen, daß sich die Funktionen 
ö^ und T aus einer Summe Ton Gliedern von der Form 

XB 

zusammensetzen lassen müssen, wenn unter X eine Funktion 
von X allein und unter jR eine Punktion von r allein ver- 
standen wird, wobei R die Figenechaft haben muB, daß es für 
r = ri zu Null wird. Hierdurch werden wir dazu geftthrt, 
einen Ansatz von derselben Form auch für | und q zu ver- 
suchen. Setzen wir diesen in die 61. (242) oder (243) für | 
oder ^ ein, so gelangen wir in jedem Falle zu einer Gleichung 
von der Form 



wo nun Ä und B Funktionen von r allein sind, die wir, so- 
fern es sich nur um die allgemeine Form der Funktion X 
handelt, als Konstanten ansehen können. Einer solchen Glei- 
chung für X kann nun genügt werden durch Eiponential- 
&nktionen oder Sinusfunktionen, also durch Ansätze wie e"', 
xe"", sin v.x, cos kx, x sin ax usf. und namentlich auch durch 
eine mit willkürlichen Koeffizienten behaftete Summe dieser 
einzeln möglichen Lösungen. In der Tat kann man auf diesem 
Wege zu einer Reihe, verschiedener Lösungen unserer Auf- 
gabe für den Zylinder gelangen. 
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Es würde zu weit führen, alle die Terachiedenen möglichen 
Fälle jetzt im einzelnen zu behandeln. Ich beschränke mich 
auf den Ansatz e""' für X und zwar in der Erwägung, daß 
diese Funktion mit wachsendem x schnell abnimmt, was, wie 
wir sahen, ans der physikalischen Betrachtung für die Form- 
änderungs- und Spaunungsgrößen von yornherein zu erwarten 
ist. Ich setze also versuchsweise 

Q = e--"B. (244) 

Die Funktion q muß dann jedenfalls der Grleichung (243) 
genügen, die hier wegen 



9'e 
dx-'- 



-E 



nach Wegheben des allen Gliedern gemeinsamen Faktors e~"' 
Q beigebt in 

(«» + O^fü = 0. (24Ö) 

Das ist eine gewöhnliche Differentialgleichung vierter 
Ordnung für R, deren allgemeine Lösung sich ans vier mit 
willkürlichen Konstanten versehenen Einzelldsungen zusammen- 
setzen läßt, die sich zwar nicht in geschlossener Form, aber 
doch mit Hülfe von Reihenentwickelungen ohne weiteres dar- 
stellen lassen. Von den vier partikulären Integralen kommen 
übrigens für unsem Zweck, nämlich wenn es sich um einen 
Vollzylinder und nicht um einen Hohlzylinder handelt, nur 
zwei in Betracht, da die andern beiden filr r = zu unend- 
lich großen Werten für q oder für | Rihren würden, so daß 
sie i&i den Vollzylinder nicht brauchbar sind. Ich kann mich 
daher darauf beschränken, die beiden brauchbaren Lösungen 
abzuleiten. 

Dazu snche ich zunächst die eine, für r — verschwin- 
dende Lösung der Gleichung 

(«» + D»)JJ=^0 (246) 

auf, die natürlich zugleich eine Lösung der Gleichung (245) 
bildet. Ich schreibe sie in der Form einer Keihe 

R = r + a^r^ + a^r^ + a^r' -i 
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deren Koefßzienten a eich leicbt bestimmen lassen. Zunächst 

nämlich ist 

DV = ^^(^-|-f)r- = («*-l)T— ' und DV - 
xind wenn man dies in Gl. (246) einsetzt geht Bie über in 

ß*Cr + a,r» + a^r^ -!-■■■) + 8ojr + 24a^H + 48«,»^+ 

woraus die Koeffizienten folgen zq 

"s = ~ 's ; % = + sTäi ' "7 = ~ 8.24" 48 

usf. Wir wollen diese erst« Losung der Gleichung (245) mit 
fj bezeichnen. Dann haben wir 

F,-r(l- -«;'■ + f ';; - ^fr,> + ■■•)■ (2«) 

Wenn die Konstante «, die den reziproken Wert einer Länge 
bedeutet ond über die wir noch ganz frei veritigen können, 
nicht so groß (die Länge also nicht so klein) wird, daß ar 
für r = r^ eine Zahl darstellt, die erheblich größer als 1 ist, 
konvergiert die Reihe sehr rasch. Im andern Falle freilich 
wird die Berechnung des Funktionswertes sehr mühsam. 

Die zweite brauchbare Lösung der Gl. (245) erhalten wir, 
indem wir 

(«ä + D')ü = Fi 

setzen. Auch diese Lösung, die wir mit F^ bezeichnen wollen, 
erhalten wir auf demselben Wege wie die vorige, indem wir 

-Fä = ^ + hr^ + ft,r' + ■ ■ ■ 

setzen und die Koeffizienten durch Einsetzen des Ausdrucks 
in die Differentialgleichung bestimmen. Die Differentialglei- 
chung geht damit über in 

«*(^ + ö,»^ + fc,r' + ...)+ (r + 246,»-» + 48&,r^ + ■ ■ ■) 
die Koeffizienten h folgen zu 
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*S 8:345 '^ 

usf., deren Bildongegesetz leicht ermehtlich ist. Damit wird 

* \ 8 8 ■ 24 ^ 8 ■ 24 . 18 8 ■ 24 - 48 ■ 80 ^ / \^^°J 

Bezeichoen wir jetzt mit C, und C, zwei willkürliche 

Integrationskonstanten, so nimmt q nach Gl. (244) die mit der 

Differentialgleichung für p verträghche Form 

p = e-«'(Cii^i + CjFj) (249) 

an. 

Diesen Wert von (/ setzen wir nun in die zweite der 

Hauptgleichuugen (239) ein, die fBr nneern Fall übergeht in 

s" -,!-:+ («■+»■)<'-»• 

Dadurch erlialten wir unter Beachtung der Eigenschaften 
TOn F, und F, 

»"2» + """"' '■'-"■ 

Durch Integration nach r erhalten wir daraus die kubische 
Ausdehnung e; daß der Buchstabe e hier in zwei verschiedenen 
Bedeutungen gebraucht wird, ließ sich nicht wohl vermeiden 
und nachdem besonders darauf aufmerksam gemacht ist, wird 
es auch nicht stören. Bilden wir also eine neue Funktion F. 



=/^'*- 



SO finden wir 

_=_,__c,.-"jc+r'(i -:-'■+ j;';^-.-.)). (201) 

Man hätte außer der Integrationskonstanten c noch sonst eine 
willkürliche Funktion von x beifügen dürfen, ich habe aber 
davon abgesehen, weil sieh im weiteren Verlaufe der Rechnung 
doch herausgestellt haben würde, daß sie gleich Null zu setzen ist. 
Diesen Wert von e hat man nun in die Gl. (235) l^r e 
einzusetzen, um daraus o - zu ermitteln. Man findet 



ai 



-C^e-'-^F^ - e-"'(C,DF, + f,DJ;) 
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uad dnrch eine Integration nach x erbalten wir daraus jenen 
Aasdruck für %, der mit dem fUr 9 gewäUten vertri^|;licli ist. 
Die AusfDilruiig der Integration liefert 

£ - '^-C.ic— F, +ie-"(C,DF, + C,DF,). (252) 

Ton der Beifügung einer willkürlichen Funktion von r als 
IntegratioQskonstante soll aus demselben Orunde wie vorher 
abgesehen werden. Ee zeigt sich nämlich, daß dieser Aus- 
druck bereits die erat« der Hauptgleichui^en (239) befriedigt. 
Um dies nachzuweisen, bilde ich nach der vorstebenden Gleichung 

+ e— C,(<.DF, + iE'DF,) 
+ e— C,(«Dii; + -lE'Df,). 

Da nun nach der De&nition der DifiFerential Operatoren 
0' und E* 

E^-Df,= D.D'i^„ also «0^*1+ ~E*DF,—^D(«'i^j + D».F,) 

ist, so geht zunächst die vorige Gleichung unter Beachtung 
der Eigenschaften von F^ und F, über in 

(ß^. + E») I - ^^ C,e-" \ {<^F, + E'F^) + e-"'C, ~ ÜF, 

Ferner ist aber nach Gleichung (250) 

^^ (a'F, + c F,) - «> "f; + D' ^^; - («' + D-) F. - 

und daher 

u*Fs + VFt- konst. 

Was für einen Wert diese Konstante erhält, erkennen 
wir leicht, indem wir an F^ in Gl. (250) die Operation (k' + E*) 
ausführen, wobei wir uns auf die ersten beiden Glieder be- 
schränken können und hierauf r=0 setzen. Dadurch findet man 



(«• + E')f,_«'» + 2. 
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Im ganzen wird hiermit 

Außerdem erhalten wir aus Gl. (251) 

und wenn wir diese Werte in die erste Gmndgleichung ein- 
setzen, erhalten wir 

+ e-'-^C,^{DF,+a'F,)^0. 

Daß diese Gleichung bei einer passenden Wahl der Kon- 
stanten c in der Tat identisch erfüllt ist, erkennt man leicht, 
indem man beachtet, daß 

^(DJi -I- «»j;) - D'F, -I- «»F, =. 

und daher 

DFi -I- «Tg = konst. 

ist, sowie daß aus (247) und (250) 

DF^ + ß* Jj = 2 -H «*c 

folgt. Die erste Hauptgleichung wird demnach durch die auf- 
gestellten Werte von e und g erfüllt, wenn man 

2 + ah^O oder c J, (253) 

setzt. Wir stellen hiemach die nunmehr gefundene fertige 
Lösung der Grundgleichungen wie folgt zusammen. 

<f = e—'{CiF, + C^F^) 
I -e-"l(c\DF^ + C,OF, + '"-^C,F,) 
P „ }-(—0a. "'L' _ "*!! A. "'''* ^'■'___4... 



(264) 
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Daraus berechnen wir die Spannungskomponenteu tf^ und 
T nacli den Gl. (236) und erhalten, wenn wir bei t von den 
Eigenschaften derFunktionenFzurVereinfachung des Ausdruckes 
Gebrauch machen, 

ö, = 2Ge— (a ^f' Jr C, ''/' - ^ aF^ 

T = 2Ge— ' (— ;^ C"» -^-'^i ~ «^1-^1 - ('C^^i)- 
Um die Grenzbedingungen am Zylindermantel zu erfüllen, 
müssen wir die bisher willkürlieh gebliebene Konstaute a und 
das Verhältnis der beiden Koeffizienten C^ und Cj so ermitteln, 
daß die in den beiden Klammem stehenden Werte für r — r^ 
zu Null werden. Das geschieht durch Auflösen der Gleichungen 
(C,'J' + CJJ-^^C,F,) -0 1 

\ *■ dr ' ' rfr •». /r = r, \ 

Durch Elimination des VerMItnisses J entsteht daraus 
eine Gleichung, in der «r, als Unbekannte auftritt. Diese 
Gleichung ist transzendent und hat daher unendlich viele 
Wurzeln. Freilich braucht von diesen Wurzeln keine reell zu 
sein. Hätte man eine reelle Wurzel gefunden, so wäre damit 
sofort die Aufgabe für einen bestimmten Belaatungsfall, der 
sich aus den Formeln selbst ergibt, gelöst. Ich habe mich 
jedoch durch Zahlenrechnung überzeugt, daß zwischen Krj=-0 
und ttTi = 4 keine reelle Wurzel der Gleichung liegt und es 
scheint, daß, wenn eine reelle Wurzel überhaupt vorhanden 
ist, sie noch erhehlich größer sein muß, als 4. Eine solche 
Lösung hätte aber keine große Bedeutung, da sie sich wegen 
des Faktors e~"^ aut sinen Spannungs- und Formänderungszustand 
beziehen würde, der sich nur auf die allemäcbste Nachbar- 
schaft der Grundfläche erstreckte. 

Auch eine rein imi^näre Lösung der transzendenten 
Gleichung ist nicht möglich. Di^egen gibt es selbstverständ- 
lich komplexe Wurzeln in beliebiger Zahl, deren Berechnung 
freilich einen sehr großen Aufwand an Zahlenrecbnung erfordert, 
. da die Lösung nur auf dem Wege des Probierens möglich ist. 
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Am nichtigsten von den komplexen Wurzeln sind jene 
mit einem kleinen reellen Anteile. Die Arbeit ist zu umfang- 
reich, als daß ich mich jetzt mit der zahlenmäßigen £rmitt«~ 
lung einer solchen, die übrigens gar keine besondere Genauig- 
keit erforderte, aufhalten möchte. Ich will annehmen, mau 
hätte eine solche Wurzel 

gefunden. Dann würde natürlich der Faktor e'"' in den Gl. 
(254) übei^hen in 

e~'"'{coBqx — isiaqz) 

und ebenso wären die durch die JReihenentwickelungen dar- 
gestellten Funktionen F in ihre reellen und imaginären Be- 
standteile zu zerlegen. Dndurch zerfiele jede der in Gl. (254) 
vorkommenden Größen ebenfalls in zwei Bestandteile und man 
hätte dann zwei Lösungen der Aufgabe gefunden, eine, die durch 
die reellen und die andere, die dnrch die imaginären Anteile 
dargestellt wird. 

Hiermit ist wenigstens der Weg gewiesen, auf dem man 
zu zahlenmäßig bestimmten Lösungen der Aufgabe gelangen 
kann. Hat man mehrere Lösungen gefunden, so lassen sich 
daraus durch Übereinander lagern ng allgemeinere ableiten, durch 
die man sich einem gewünschten Falle weiter annähern kann. 
Die vorhergehenden Ableitungen können daher auch 
als eine Vorarbeit zu dem Ziele betrachtet werden, 
eine befriedigende Theorie des gewöhnlichen Drnek- 
Tersuchs mit zylindrischen Probekörpern aufzustellen. 
Voraussichtlich wird es möglich sein, wenn auch nur unter 
Aufwendung bedeutender weiterer Rechenarbeiten, dieses Ziel 
auf dem angegebeaen Wege zu erreichen. 

Schließlieh bemerke ich noch, daß die Spannnngskom- 
ponente ff^, die neben ff^ und t von besonderer Wichtig- 
keit ist, sich im Anschlüsse an die Lösung in den GL (254) 
in der Form 

tf^ 2Gc—'{C,DF, + C^DF^ + '^^^-C^F^) 
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anschreiben ^t, wovon bei einem komplexen Werte von u wieder 
entweder der reelle oder der imaginäre Anteil, je nachdem man 
sich fQr diesen oder jenen entschieden hat, zu nehmen ist. 



§ 37. IiBaungen mit Hülfe der FotentlalfunktioBea. 

Die elaatischen Grundgleichungen sind eng verwandt mit 
der Laplaceechen Dififerential gleich ung, der das Potential eines 
Kraftfeldes genügt, das von Massen herrührt, die Anziehungen 
oder AbstoBungen umgekehrt proportional mit dem Quadrate 
der Entfernung ansähen und zwar an solchen Stellen des 
Kraftfeldes, die außerhalb der Massen selbst liegen. Daher 
kommt es, daB man in der Elastizitätstheorie öfters von den 
Sätzen' der. Potentialtheorie Gebranch machen kann. Zuimchst 
soll die Laplacescbe Gleichung selbst abgeleitet werden. 

Eine punktförmige Masse, die sich an einer Stelle mit 
den Koordinaten abc beündet, äbt in einem Punkte mit den 
Koordinaten xyz eine anziehende oder abstoßende Kraft von 
der Größe ^ aus, wenn mit B die Entfernung bezeichnet, also 

ip-(x-ay + (y-b)' + (g-cy 

gesetzt wird. Die Komponenten XYZ dieser Kraft in den 
Richtungen der Koordinatenachsen werden daraus durch Multi- 
plikation mit den Kosinos'der Neigungswinkel gefunden, also 



X = 



|n(.r-_a)_ "»(y-.*). 



Das sind aber die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion V 



wird. Daher ist V oder auch, je nach der Vorzeichenfest- 
setzung, das Negative davon die Potentialfunktion des be- 
trachteten Kraftfeldes. Bildet man nun 



3vGooglc 



§ 37. Lögungen mit Hülfe von Potentialfunktionen. 



und ebenso auch die beiden zweiten Differentialquotienten 
nach y und s, so erhält man diirch Addition 



wofilr man unter Benutzung des Zeichens V* filr den 
Laplaceschen Operator auch kürzer 

V'r=0 (256) 

schreiben kann. Damit ist die Laplacesche Gleichung zu- 
nächat für das von einer einzelnen Masse herrührende Feld 
bewiesen. Wenn aber mehrere Massen TOrkommen, ergeben 
sich die Komponenten der Resultierenden und hiemach auch 
da« Potential durch algebraische' äummierung der den ein- 
zelnen Massen entsprechenden Werte. Da nun jeder dieser 
Werte der linearen Gleichung (256) genügt, wird sie auch Ton 
der Summe der Werte erffiUi Damit ist die Gleichung auch 
für jedes Ton beliebigen Massen herrührende Kraftfeld be- 
wiesen, falls nur die Stelle xyz, auf die sie angewendet werden 
soll, nicht mit einer der Massen selbst zusammentatlt. Fällt 
dagegen xyz in die MaasenTerteilung hinein, so ist die Be- 
trachtung noch durch eine weitere zu er^uzen und Gl. (256) 
durch eine aUgemeinere zu ersetzen. Auf deren Ableitung 
kann ich aber hier verzichten, da im fönenden kein Gebranch 
von ihr zu machen ist. 

Bei der Elastizitätstheorie der Umdrehnngskörper kann 
man nur die Potentialfunktionen von solchen MassenverteiluDgen 
verwenden, die selbst symmetrisch um eine X-Achse gruppiert 
sind. In diesem Falle läßt sich der Laplacesche Operator V^ 
wie wir schon früher sahen, durch I—-, -f- E'l ersetzen und die 
Laplacesche Gleichung für die Potentialfunktion lautet daon 
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Vergleicht man damit die Grundgleichimgen (239) und (341), 
die hier aochmals angeschriebeii werden sollen, 

sr^?; + (£+'>')<■-'' 

(£ + E')«-0, 

SO bemerkt man, daß ia der Tat ein enger formaler Zu- 
sammenhang zwischen ihnen besticht, der es gestattet, die be- 
kannten Lösungen der Gl. (257) zur Ermittelung von Lösungen 
der Grundgleichungen zu benutzen. Vor allem bildet jede 
Lösung von (257) zugleich eine Lösung der Gleichung für e, 
übrigens nicht nur bei den ümdrehungskörpem, sondern auch 
ganz allgemein. Der Weg verläuft nun so, daß mau eine solche 
Lösung für e annimmt und hiei'auf die % und q entsprechend 
bestimmt. In den einfacheren Fällen kann dies ohne Schwierig- 
keit geschehen und man erhält damit eine größere Zahl von 
Lösungen der Grundgleiehungen. 

Der einfachste Fall besteht darin, daß man 
e = 
setzt. Dann ist | nach der ersten der Grundgleichungen gleich 
einer Potentialfunktion V, z. B. gleich ^ i"! setzen, wenn B, 
den Abstand des Punktes xr von einem außerhalb des TJm- 
drehungskörpers auf der X-Achse liegenden Punkte und c eine 
beliebige Konstante bedeutet. Da nun 

ist, erhält man bei der gemachten Annahme 

was sich leicht integrieren läßt. Man muß dazu beachten, 
daß hier 

ff-r' + {x + a)' 
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ist, wcdh unter a ein beliebiger positiver oder negativer Wert 
verstanden wird, dar nur der Bedingung entspricht, daß der 
Pnnkt auf der X-Achse mit der Koordinate a au&erhalb des 
Umdrehungskörpers liegt. Nach Multiplikation mit r geht 
daher die Differentialgleichung für q über in 

/,(<•••) -^(« + <.)--.(:. + .)f,(*,) 
□nd die Integration liefert 

— «U' + ilfW^ (2M) 

Man überzeugt sich ohne Schwierigkeit, daß diese Lösung 
in der Tat auch die zweite Gmndgleichung befriedigt, falls 
man nur die bis dahin unbestimmt gebliebene Funktion 9>(:r) 
gleich CiX + (^ setzt. Das ist übrigens nicht etwa Zufall, 
sondern muB so sein, wenn p auf dem beschrittenen W^ege 
gefunden wurde. Um dies zu erkennen, ffihre man an der 
zweiten Grundgleichung filr e = 

(/;, + D-)p_o 

die Operation D aus, womit sie übergeht in 

0g+E'-0<,-(^, + E-)D(,-0. 

Da nun | eine Potentialfun ktiou war, ist auch ^ und daher 
auch D^ eine, so daß also die vorstehende Gleichung auf jeden 
fall erfüllt ist, von welcher Potential fnuktion für § man auch 

ausgegangen sein mag. Damit ist gezeigt, daß sicher 

D(|, + D"),-0 

ist. Nun braucht darum freilich noch nicht ( 
gleich Null zu sein; es könnte auch, wie sich durch Inte- 
gration ergibt, 

FDppI, Elsitlilatilheorie. 15 
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Bein, Bei der Ermittelung von p trat aber das Glied ■ - 
hinzu, in dem ip{x) unbestimmt blieb und man hat 

(£ + o-)(>w)--;-^. 

Durch passende Bestimmung der Funktion (p kann man daher 
stets erreichen, daß nach Zufilgnng dieses Gliedes zu q nachher 

& + "')'>-<> 

wird, d. h. daß die zweite Grundgleichung ebenfalls erfüllt ist. 
Einen möglichen Formänderungszuatand des Umdrehungs- 
körpers haben wir damit schon gefunden; man kann aber 
unter der Annahme e = auch noch einige andere angeben^ 
die ebenso einfach sind, wie dieser. Man setze etwa 

i-c\g(B + :c + u), (259) 

womit die Laplacesche Gleichung und hiermit die erste 
GrandgleichuDg, wie man sich leicht überzeugt, ebenfall» er- 
füllt ist. Dann wird 

"•■--ll — s+-«+„('J°+') = -J 

und hieraus durch Integration 

C = -'^? + |vW- '(260) 

Auch hiermit ist die zweite Grundgleichung erfüllt, falls wir 
ip{x) entweder gleich Null oder gleich einer linearen Funktion 
von X setzen, die man der Lösung fSr q in dieser Form 
immer beifügen darf. 

Übrigens erhält man aus irgend einer Lösung stets da- 
durch wieder eine andere, die alle Bedingungen — abgesehen 
jedoch von den Grenzbedingungen, auf die es hier nicht an- 
kommt — ebenfalls erfüllt, indem man von jener alle Größen 
I, p, e usf. nach x partiell differentiiert. In der Tat entsteht, wenn 
man dies an der zuletzt angegebenen Lösung ausführt, daraus die 
zuerst betrachtete. Differentijeren wir dagegen diese nach x, 
so erbalten wir als weitere Lösung für e = nach einfacher 
Umformung 
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on Potentialfnnkti 


s = «'J.°i 


er 


ist auch noch zu beachten, 


daß 



e = 0, a = 0, p--^^ (262) 

eine Lösung ist, die man jeder anderen zufügen darf, wodurch 
man wieder andere Lösungeu findet. Hierroa sei erwähnt, 
weil nachher darou Gebrauch gemacht werden soll, daß man 
aus der zuerst gefundenen Lösung durch diese Zufügung und 
einfache Umfonnung 



B' 



«--'-ir'r- 



-(» + ° )' 



- - JMS +¥+^) - - S(«+7+ «j •'''" < 
erhält. Die dadurch gefundene Form ist nämlich brauchbarer 
als die zuerst aufgestellte, weil diese för r = einen unendlich 
großen Wert für p liefern würde. Solche Lösungeu sind aber 
nur für Hohlkörper verwendbar. 

Femer seien noch die Fälle betrachtet, in denen e als 
eine Potentialfunktion von einfacher Form, also etwa von 
der Form -^ angenommen wird. Setzt man insbesondere, nm 
zu einfacheren Formeln zu gelangen, 

"--^'^■S- (264) 

SO geht die erste Gmndgleichnng, wenn man dies einsetzt^ 
über in 

der man leicht gentigt, indem man 

l--<='ä° (266) 

setzt. Man beachte nämlich, daß, weil -y, eine Potential- 
funktion ist, 

^'i--fA "* ^'^ - } ("= + ») 8? © 
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wird, so daB, da 

g--i(-+»)/:,(i)-4Q 

ist, im ganzen 

heranskoiumt, womit der Beweis gdiefert ist. Aus der 
Gleichung 

folgt dann weiter 

""-""^''e + 'I's- 

wofür man auch 

schreiben kann, so daB man durch Integration, unter Weg- 
lassung der Int«grationekonstante, 

«.--«;«+-"=-' »1 (266) 

erhält, um zu Tenneiden, daß diese Lösung für »- = un- 
endlich groß wird, kann man sie durch Beifügung eines als 
Jutegrationskon staute anzusehenden Gliedes auch auf die Form 
r , am — 2 E — {x+a) 

bringen, die sich auch noch weiter umformen läßt. 

Außerdem kann man dieser Lösung auch noch die mit 
beliebigen Eoefäzienten multiplizierten früheren Lösungen für 
den Fall e = beifügen. 

Eine fernere Lösung erhält man durch Differentiation der 
Torhei^eh enden Werte nach x UTid findet damit 
,„-2 x + a . r'- 

(268) 
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Durch Addition der vorher in GrI. (263) für e = gefundenen 
Lösung läßt sicli dies auch überführen in 



.'■ (^ + a ) 



(269) 



Man könnte auf diesem Wege natürlich noch eine Anzahl 
anderer Lösungen der Grundgleichungen aufstellen. Zunächst 
wird man sich aber mit den einfachsten begnügen und zu- 
sehen, wie sie sich den Grenzbedingungen anpassen lassen, die 
etwa in Fallen, die von einiger Wichtigkeit sind, vorliegen 
könnten. Mit einem solchen Falle, der von praktischer Be- 
deutung ist, wird sich der nächste Paragraph beschäftigen. 

§ 38. iLösung für den duTcb eine Ebene einseitig 
begrensten Körper. 

Der Körper soll, wie in Abb. 30 angedeutet, nach allen 
übrigen Richtungen hin so ausgedehnt sein, daß er als un- 
endlich groß betrachtet werden kann, wahrend auf der ebenen 
Grrenzfläche, die allein in Be- 
tracht kommt, Lasten angreifen, ! 
die sich auf einen im Verhält- ! 
nis zu den Abmessungen des I 
Körpers sehr kleinen Bezirk 
verteilen. Insbesondere kann, 
wie in Abb. 30 angenommen 
wurde, die Belastung nur in 
einer Einzellast P bestehen. 
Freilieh ist ja die Voraus- 
setzung einer solchen Einzel- 
last eigentlich nur eine mathe- | 
matieche Vereinfachung, denn *''''■ ^■ 
in Wirklichkeit muß eine Last 

immer über eine, weun auch nur kleine Fläche verteilt sein. 
Wenn wir anstatt dessen mit der Einzellast rechnen, BO heißt 
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diee nur, daß wir auf die nähere Untersuchung des Spannungs- 
imd Formänderungszustandes in der aUernächeten Nachharschaft 
der ÄngrifiBstelle der Last verzichten und uns nur mit der 
Beanspruchung jener Stelleu beschäftigen wollen, deren Ab- 
stand von der Ängriffsstelle erheblich größer ist ab die Ab- 
meBsnngen der kleinen Fläche, über die sich die Last P 
verteilt. 

Dnrch diese Fassung der Aufgabe wird ihre Lösung er- 
heblich erleichtert Denn wenn der Körper so groß ist, wie 
wir ihn voraussetzen, kommt es auf die besondere Form der 
äußeren Umgrenzung nicht mehr an und die sonst am 
schwierigsten zu erfüllende Grenzbedingung für den Mantel 
des Umdrehungskörpers vereinfacht sich zu der sehr leicht zu 
erfüllenden Bedingimg, daß im unendlichen alle Spannungs- 
und Fonuänderungsgrößen zn Null werden müssen. Man hat 
dann nur noch die weitere Aufgabe, die Lösung den Grenz- 
bedingungen an der ebenen Grenzfläche anzupassen, was in 
der Tat, wie Bonssinesq gezeigt bat, leicht geschehen kann. 

Wir bilden zunächst aus den im . vorigen Paragraphen 
besprochenen Lösungen der Grundgleichungen eine neue Lösung, 
indem wir das Doppelte der Werte in den Gl. (269) nehmen 

imd davon die mit multiplizierten Werte der öl. (263) 

subtrahieren. Dadurch erhalten wir nach einfachen Um- 
formungen 



p = C 



■ix + a)_m-2 r _ 



Wir setzen femer in diesen Gleichungen o = 0. Damit 
fällt freilich die anziehende Masse, deren Potentialfnnktion zur 
Ableitung der Lösungen gedient hatte, auf die Grenzfläche des 
Körpers, wenn wir den Eoordinatenursprung mit dem An- 
griffspunkte der Kraft P in Abb. 30 zusammenfallen lassen. 
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Wir dürfen diUier die Formeln nicht auf den Ursprung selbst 
anwenden, sondern nnr auf den ganzen übrigen Körper. In- 
dessen wäre eine solche Anwendung ohnehin nicht statthaft, 
weil filr X = und r =- zugleich e, i und q unendlich groß 
TTilrden. Aber wir sahen vorher schon, daß wir jedenfalls 
darauf verzichten müssen, die Verlüiltnisse in der unmittel- 
baren Kachbarschaft des Angriffspunktes der Last zu unter- 
suchen. Für die etwas weiter abliegenden Stellen ist die 
Lösung aber jedenfalls brauchbar und es fragt sich nur noch, 
ob sie in der Tat den Grenzbediagungen der Aufgabe genügt. 

Zunächst werden, wie wir es verlangen mußten, e, |, p 
und daher auch alle Spannungskomponenten für if = oc zu 
Null. Es handelt sich also nur noch um die Bedingungen an 
der ebenen Grenzfläche und zwar muß für sie überall, mit 
Ausnahme der Stelle a^ = 0, r = sowohl e^ als r zu Null 
werden, da die Grenzfläche an den übrigen Stellen frei von 
äußeren Lasten sein soll. 

Wir bilden die Spannm^skomponenten nach den Gl. (236) 
und erbalten, nachdem in Gl. (270) a = gesetzt ist, 



(271) 



TJm die Ausdrücke auf diese einfache Form zu briilgen, 
muß man freilich zuvor noch einige Umformungeo damit vor- 
nehmen, bei denen besonders davon Gebrauch zu machen ist, 
daß B' = r' -t- x^ gesetzt werden kann. 

Man sieht nun, daß die Grenzbedingung an der ebenen 
Grenzfläche, die überall, mit Ausnahme der unmittelbaren 
Nachbarschaft des Angriflspunktes von P, frei von äußeren 
Kräften sein soll, in der Tat erfüllt ist, da <J, und z für x = 
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verschwinden, mit Ausnahme der Stelle a; = 0, r — 0, da för 
diese zugleich R zu Null wird. 

Es bleibt uns daher nur noch übrig, die Konstante c zu 
ermitteln. Wir ziehen dazu eine Ebene senkrecht zur JC-Achse 
in irgend einem Abstände x vom Ursprünge und ermitteln 
die Summe aller Normalspannungen tf^, die im ganzen Um- 
fange dieser Ebene von r = bis )■ = oo übertragen werden. 
Die Summe der Absolutwerte muß gleich der Last P sein. 
Das liefert die Gleichung 

6Gc3:^l4r2nrdy^P. 



"'Jl 



Die Integration läßt sich ohne weiteres ausführen, indem man 
bedenkt, daß 

ist. Daher wird 






und die Auflösung nach c liefert 

Hiermit ist die Aufgabe vollständig gelöst 

Denkt man sich vom Ursprünge ans einen Strahl in be- 
liebiger Richtung ins Innere des Körpers gezogen, so wachsen, 
wenn man auf diesem Strahle fortschreitet, x, r und R in 
demselben Veshältnisse an. Aus den Gleichungen (271) folgt 
daher, daß alle vier Spannungskomponenten umgekehrt pro- 
portional dem Quadrate der Entfernung vom Ursprünge sind, 
so lange man auf demselben Strahle bleibt. Daher schneiden 
auch alle Spannungstrajektorien, die man in den Meridian- 
schnitt des Körpers eintn^en kann, jeden vom Ursprung aus- 
gehenden Strahl unter gleichen Winkeln. Die Spannungs- 
trajektorien lassen sich daher auf zeichnerischem Wege leicht 
ermitteln, indem man für eine Anzahl von Punkten auf einer 
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zur X-Achse senkrechten Ebene nach den Lehren des dritten 
Bandes die Dichtungen der Hauptspannuugen berechnet und 
sie in die Zeichnung einträgt, denn für alle anderen parallel 
dazu gezogenen Ebenen sind die Richtungen in jenen Punkten, 
die auf dem gleichen Strahle liegen, dieselben. Nach dieser 
Vorarbeit lassen sich die Spannungstrajektorieu mit genügender 
Genauigkeit in die Zeichnung eintragen, so daß sie überall in 
den vorgeschriebenen Riehtungen fortschreiten. 

Bemerkenswert ist noch, daß in jedem Fläeheneleniente, 
das senkrecht zur X-Achse steht, eine resultierende Spannung 
übertr^eu wird, deren Hichtuag durch den Ursprung geht. 
Die Komponenten dieser resultierenden Spannung sind näm- 
lich 6^ und I, die sich, wie aus den Gleichungen (27 1) hervor- 
geht, wie X : r verhalten. Die Größe der resultierenden 
Spannung ergibt sich nach dem Pythagoräischen Lehrsatze zu 

Legt man einen Kreia, der die Grenzfläche des Körpers im 
Ursprünge berührt, so ist nach einem bekannten planimetrisehen 
Satze für alle Punkte dieses Kreises — gleich dem Durch- 
messer des Kreises. Daraus folgt, daß die resultierende 
Spannung für alle zur X-Achse senkrecht stehenden FMchen- 
elemente, die man durch die Punkte dieses Kreises legen kann, 
gleich groß ist 

Bringt man auf den horizontalen Erdboden eine Last auf, 
die sich als Einzellaat ansehen Xa&t, so gleicht der Fall in 
hohem Grade dem hier behandelten. Trotzdem trifft aber die 
aufgestellte Lösung in diesem Falle nicht zu. Man kann dies 
beweisen, indem man mit Hülfe einer Feinmeß Vorrichtung die 
EinSenkungen | mißt, die in der Xahe der belasteten Stelle 
zustande kommen. Nach Gl. (270) müßte | für x + a = Q 
umgekehrt proportional dem Abstände von der belasteten Stelle 
sein, d. h. die vorher ebene Oberfläche mfißte in ein Rotattons- 
hyperboloid übergehen. In Wirklichkeit nehmen aber, wie 
der Versuch lehrt, die Einsenkungen viel schneller mit dem 
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Abstände von der belasteten Stelle ab. Der Grund für diesen 
Widerspruch ist darin zn erblicken, daß der Erdboden den 
«laetdacben Grundgleichungen nicht folgt. Wir saben nämlich 
vorher, daß für jedes zur X-Achse senkrecht stehende Flächen- 
element die resultierende Spannung durch den Ursprung geht. 
Bei einer Erdschüttung kann aber die resultierende Spannung 
für jedes Flächenelement nicht um mehr als um den Reibungs- 
winkel Ton der Nonnalen abweichen. Im anderen Falle tritt 
«in Gleiten ein, durch das die Formänderung und die Spannungs- 
verteilung vollständig geändert wird. Außerdem mOßten nach 
den Gl. (271) in der Oberfläche, also für a: = 0, Zugspannungen 
0^ auftreten, die eine Erdschüttung ebenfalls nicht übertragen 
kann. Bei einem festen elastischen Körper darf man dagegen 
eine Übereinstimmung des Verhaltens mit den aufgestellten, 
und zwar zuerst von Boussinesq aufgestellten Formeln er- 
warten. Ob mit solchen Körpern schon Versuche zur Prüfung 
der Theorie angestellt worden sind, ist mir nicht bekannt 
Schließlich bemerke ich noch, daß man die Lösung 
natürlich auch auf den Fall übertragen kann, daß mehrere 
Lasten zusammenwirken, falls sie nur so nahe zusammenliegen, 
daß ihre Abstände als klein gegenüber der Ausdehnung des 
ganzen Körpers angesehen werden können. Die zugehörigen 
Spannungszustände lagern sich dann einfach übereinander. 
Insbesondere kann man auch den Fall behandeln, daß sich 
eine Last P etwa gleichförmig über eine gewisse Fläche ver- 
teilt. In größeren Abständen von der Fläche gilt dann wieder 
einfach die vorige Lösung. Man kann aber in diesem Falle 
auch den Spannungszustand in der Nachbarschaft der belasteten 
Fläche untersuchen. Zu jedem Flächenelement gehört nämlich 
nur eio Teil der Last, der unendlich klein von der zweiten 
Ordnung ist und die Spannungskomponenten bleiben daher 
auch in kleineren Abständen davon nach den Formeln endlich. 
Die Ausführung der Integrationen, die nötig wären, um die 
Beiträge aller Lastdifferentiale zu dem ganzen Spannungs- 
zustände zu summieren, ist freilich zu umständlich. Für 
praktische Zwecke könnte man sie aber genau genug durch 
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eine mechaniBche Quadratur ersetzen, indem man die gleieli- 
förmig verteilte Last durch eine begrenzte Zahl von Einzel- 
lasten ersetzte, deren Beiträge nach den Gleichungen (271) 
berechnete und diese hierauf eunimierte. 

Schwieriger ist die andere Frage zu beurteiien, wie steh die 
Last P verteilt, wenn man eine kleine Platte, die man als starr 
betrachten kann, auf die ebene Grenzfläche eines größeren Körpers 
ans nachgiebigerem Material mit der Kraft F atifpreßt. Dann 
muß I innerhalb der ganzen DruckflSche konstant sein, wenigstens 
wenn die Last P durch den Schwerpunkt der Druckfläche geht. 
Bezeichnet man den auf ein Fläche üteilehen <IF der Druckfläehe 
entfallenden Anteil der Last P mit ji^F, so muß das über die 
ganze Druckflache ausgedehnte Integral 



/' 



pdF 



für alle Punkte der Druckfläche denselben Wert annehmen. In 
einfachen Fallen, z. B. bei einer kreisförmigen Druckfläche, kann 
man durch Probieren genau genug eine Lastverteilung ausfindig 
machen, bei der diese Bedingung ungefähr erfüllt ist. Anstatt 
dessen kann man sich auch auf die Potential theorie stützen, denn 
die Aufgabe ist in der Tat dieselbe, wie die, die Verteilung der 
Elektrizität auf einer elektrisch geladenen leitenden Scheibe von 
der gegebenen Gestalt zu ermitteln. Mau erkennt daraus schon, 
daß der Druck p nach außen bin und namentlich nach dem Rande 
zu stark anwachsen muß. Am Rande selbst wird er sogar theo- 
retisch unendlich groß, so daß diese Stelle ausgenommen werden 
muß. Das ist deshalb möglich, weil in einem unendlich schmalen 
Binge am Bande trotz des unendlich großen p nur ein unendlich 
kleiner Teil der ganzen Last übertragen wird. 

Auf die weitere Behandlung mit Hülfe der Potentialtheorie 
gebe ich aber hier nicht ein; ich bemerke nur, daß auch auf 
diesem Wege keine strenge Erledigung der Aufgabe möglieb ist, 
insofern nSmlich dabei keine Rücksicht auf die Reibungen in der 
Druckfläehe genommen werden kann. Zu einer angenäherten 
Lösung, wie sie für die Pra:;is erwünscht sein kann, reicht aber 
schon das angegebene einfachere Hülfsmittel aus, das zwar er- 
hebliche Rechnungen bei der Ausführung erforderlieh macfat, dafür 
aber kein Studium der Poteatialtheorie für das Ellipsoid verlangt, 
aus dem man sieh die Scheibe hervorgegangen denken kann. - — 
Im übrigen verweise ich noch auf die hiermit verwandte Theorie 
von Hertz in § 48. 
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§ 39. Die WärmeBpannangen. 
Von den Wärme- oder Temperatarspannungen war im 
zweiten nnd dritten Bande schon wiederholt die Rede. Die 

allgemeine Theorie dieser Spanniingen ist aber dabei noch 
nicht zur Sprache gekommen und soll erst jetzt entwickelt 
werden. Ich bringe sie in diesem Abschnitte unter, weil sie 
für die UmdrehuDgskÖrper, namentlich für Hohlzylinder von 
größerer praktischer Bedeutung ist. Die allgemeinen Gleichungen, 
die ich zunächst ableiten werde, gelten indessen auch für 
einen Körper von beliebiger Gestalt. 

Bei einer gewissen Temperatur sei der Körper spannungs- 
los. Es fragt sich dann, was für Spannungen und Form- 
änderungen entstehen, wenn der Körper ungleichmäßig erwärmt 
oder abgekühlt wird, so daß die Temperatur für jeden Punkt 
des Körpers beliebig gegeben ist. Wenn man will, kann man 
freilich die Aufgabe auch etwas allgemeiner stellen, nämlich 
BO, daß das Gesetz der Temperaturverteilung selbst erst aus 
den Bedingungen, die an der Oberfläche bestehen, nach der 
Lehre von der Wärmeleitung ermittelt werden soll. Wenn 
man praktische Zwecke im Auge hat, kann aber auf diese 
allgemeinere Behandlung verzichtet werden, da es hierfür ge- 
nügt, eine bestimmte sdwtzungsweise festgestellte Temperatur- 
rerteüung der Spannungsberechniing zu Grunde zu legen. 
Natürlich genügt dann auch, der Unsicherheit der Rechnungs- 
unterlagen entsprechend, schon eine ziemlich grobe Annäherung 
bei der Spannungsberechnung. 

tJber die praktischen Anwendungen, an die hierbei zu 
denken ist, bemerke ich noch, daß zunächst der Fall eines 
Schornsteins in Frage kommt, bei dem durch die verschiedene 
Temperatur innerhalb der Wandung sehr erbebliche Temperatur- 
spannungen auftreten. Mit dieser Anwendung hat sich ins- 
besondere Herr Dr. Leon an der Technischen Hochschule in 
Wien in einigen Schriften beschäftigt. Außerdem ist die 
Theorie auch noch für gewisse Maschinenteile an den großen 
neueren Gasmaschinen, die einerseits mit den heißen Yer- 
brennungsgasen, andererseits mit dem Kühlwasser in Berührung 
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sind, Ton erheblicher praktischer Bedeutung. Daß man in 
allen diesen Fällen der Anwendung nur auf eine angefähre 
Schätzung der Temperaturunterachiede an verschiedenen Stellen 
des Körpers angewiesen ist, liegt auf der Hand. Man kann 
und muß sich daher auch zufrieden geben, wenn die auf eiue 
solche Schätzung gegründete Spannungeberechnung sich selbst 
nur als eine Schätzung darstellt. 

Die Formänderung, die ein Voiumenelement (ix dy ds 
gegenüber dem Ausgangszustande erfahren hat, setzt sich in 
unserem Falle aus zwei Bestandteilen zusammen. Der eine 
rührt von der Temperaturänderung her und besteht in einer 
nach allen Hiebtungen hin gleichförmigen Ausdehnung oder 
Zusammenziehung; der andere wird durch die Spannungen 
vemreacht. Bezeichnen wir, wie früher, die durch die Spannungen 
bewirkte Dehnung in der X-Richtung mit e^, den Temperatur- 
koeffizienten mit a und die Temperatnrerhöhung, die übrigens 
auch negativ sein kann, mit t, so ist die gesamte Dehnung in 
der X-Richtung 

11-.,+ rf. (273) 

Winkeländerungen kommen durch die Temperaturerhöhung 
aji sich nicht zu Stande; sie hängen vielmehr nur von den 
Scbubspannungen ab, so daß für diese dieselben Beziehungen 
wie bei den übrigen Aufgaben der Elastizitätstheorie, nämlich 

nsf bestehen. Die Normalspannungen a^ usf findet man da- 
gegen aus den früheren Formeln (27), indem man von den 



von der Ausdehnung durch die Wärme allein herrührt. Be- 
nutzt man jetzt den Buchstaben e für die gesamte kubische 
Ausdehnung und e' für jenen Teil, der von den Spannungen 
herrUhrt, so ist 

e = *z + f , + *. 
und daher, wie aus GL (273) ersichtlich ist. 
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«'-Il + If + Fi^ä«'-«-^'«' (2'5) 

und die Spannungskomponeaten werden mit entsprechender Ab- 

ändernng der Gl. (27) gefunden zu 

",-2e(|+.,i-,-;:i;<>')- (276) 
".=^«(fi+,„-.^"+^«')) 

Setzt man diese ÄUBdrflcke für die Spannaogskomponenteu 
in die Gleichungen (24) ein, die das Gleichgewicht des Vohunen- 
elemeutes zum Ausdrucke bringen, so erhält man, mit 
X = y =- 2 — die den elastischen Grundgleichungen (32) 
entsprechenden Differentiatgleichnngen für ^iji, nämlich 

7»e j. ...V ^ _ 2 •"+ ^ a— = 
*^m — 2dz m — icz } 

Diese Gleichungen sind dieselben wie für einen Körper 
ohne Wärmespannungen, auf den äußere Masseukräfte X YZ 
einwirken, die zu einem Potentiale gehören, das proportional 
mit t ist. Dieser Umstand ist sehr beachtenswert, denn es 
geht daraus hervor, daß man in vielen Fällen die Wärme- 
Spannungen dadurch ermitteln kann, daß man sie mit den 
durch äußere Massenkräfte als Lasten hervoi^ebrachten ver- 
gleicht. Gewöhnlich kann man sich nämlich viel schneller 
und zutreffender eine ungefähre Vorstellung davon bilden, welche 
Beanspruchung des Materials man etwa bei gegebenen Lasten 
zu erwarten hat, als wenn es sich um eine Abschätzung der 
Wärmespannimgen handelt. 

Die vorhergehenden Gleichungen gelten noch allgemein. 
Für den Fall eines Umdrehungskörpers, von dem vorauezu- 
setzen ist, daß die Temperatur rings um die Achse symmetrisch 
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verteilt ist, können sie ia derselben Weise wie in § 35 anf 
eine diesem Falle angepaßte einfachere Form gebracht werden. 
Man hat dann für die Spannungskomponenten 






«(B+E) 



(278) 



and an die Stelle der elaBtischen Qrundgleichiuigen (239)' 
treten die beiden Gleichungen 



(Ä+E>)i+^-:^,f:-2^ti,.|i=oj 



(279) 



Hierbei iet noch hinzuzufügen, daß die gesamte kubische Aus- 
dehnung e 

e-|| + 0(, (280) 

ZU setzen ist. Die Aufgabe besteht nun darin, für ein als^ 
Funktion von x und r gegebenes t Lösungen dieser Gnind- 
gleichungen zu finden, die mit den Grenzbedingungen ver- 
träglich sind. Allgemein kann sie nicht gelöst weiden, wohl 
aber für einzelne Fälle, die von praktischer Wichtigkeit sind. 
Handelt es sich um einen stationären Wärmezustand, so 
befolgt die Temperatur t nach der Fourierschen Theorie der 
Wärmeleitung Überall innerhalb des Körpers die Differential- 
gleichung 

(S+E')'-0 . (281) 

und wenn man eine dieser Gleichung entsprechende Temperatur- 
verteilung voraussetzt, erhält man aus den Gl. (279), wenn 
man an der ersten die Operation ,-- an der zweiten die Ope- 
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ration D ausführt und hierauf addiert, unter BerüGksichtigang 

von Gl. (280) 

und ebenso werden fQr £, und q, indem man an der ersten 
der Gl. (279) die Operation (t^-j + E*) oder an der zweiten 
die Operation (^ + D^j ausführt, die früheren DifFerential- 
gleiehungen (242) und (243) nämlich 

(^, + V)'i - und {£. + D')' (, - 

gefunden. Dadurch ei^ibt sich die Möglichkeit, an die Lösungen 
in den vorhergehenden Pan^aphen unmittelbar anzuknOpfen. 

§ 40. Die Wännespanaungen im Hohlsylinder. 
Das eiuiachste und praktisch wichtigste Beispiel für die 
vorhergehenden Betrachtungen bildet ein Hohlzylinder, der 
innen auf einer andern (und zwar gewöhnlich auf einer 
höheren) Temperatur gehalten wird, alg außen. Abgesehen 
von den Rohrenden, an denen die Abkühlungs- oder Wärme- 
zuführungsbedingungen von den besonderen Verhältnissen der 
Befestigung oder Überhaupt der Nachbarschaft anderer Körper 
abhängig sind, können wir sonst überall 

setzen. Wenn es sich um einen stationären Zustand handelt, 
ist dann nach der Wärme leitungsgleichung (281) 

woraus durch Integration 

t = ajgr + Oj 
gefunden wird. Die Integrationskonstanten «j und Og ergeben 
sich aus den vorgeschriebenen Temperaturen t^ und t^ am 
inneren und äußeren Zylindermantel, d. h. für r, und r^. Man 
erhält dann für t 
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und die IntegratiooBkonstanten a^ und a^ sind 
Ol — — : a, =■ — 



Vfirsuchsweise setzen wir ferner 

I = CiX + C, lind -^ — 

wenn mit c, und c, zwei Konstanten bezeichnet werden. 
Hieraus folgt 

e = c, + Dp; 1^ = 0; ^^-ü'p- 

Mit dieBem Ansätze ist die erste der Grundgleichungen 
ohne weiteres erfilllt, da jedes Glied für sieh zu Null wird. 
Die zweite geht über in 

woraus sich durch Integration nach r und zwar zunächst noch 
für jedes beliebige Abhängigkeitsgesetz zwischeu t und r 

ergibt. Die Int^ratioaskoustante C^ kann x nicht enthalten, 
da die übrigen Glieder in der Gleichung frei davon sind. Setzt 
man für t jetzt den vorher dafür aufgestellten Ausdruck ein, 
so läßt sieh die Gleichung nochmals int«grieren und man er- 
hält nach einfacher Rechnung 

wobei <7j eine neue Integrationskon staute ist, die ebenfalls von 
X unabhängig sein muß. Man überzeugt sich in der Tat 

FBppt, EUiUiltatiUieori«, 16 
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Q&chtri^licli leicht, daß durch diesen Ausdruck die Differential- 
gleichung f&r p befriedigt wird. 

Hiermit haben wir eine Lösung aufgestellt, die den Grund- 
gleichongen genügt und es frt^^ sieh nur noch, wie es sich 
mit den Grenzbedingungen verhält. Dazu bilden wir nach 
den Gleichungen (278) die Spannungpkomponenten: 



2ee-- ;., + -': 



2 m — 1 






^^«t-2+.,;;-.)-.r«.-^«(i+o+^) 



T~0. 

Am inneren und äußeren Mantel des Hohlzylinderd sollen 
keine Lasten angreifen. Wir müssen daher durch passende 
Bestimmung der bisher willkürlich gebliebenen Integrations- 
konstanten C^ nnd C^ dafür sorgen, daß tf, an diesen Stellen 
zu Null wird; T ist ohnehin überall gleich Null. Die Auf- 
lösung der Gleichungen u^ = für r = r^ und r — r„ liefert 

am jH-f-1 r^t^._r^t^ , c, . ni-|-l \ 

<^. — ^r,^!}^''^,-Q- 

Die Ausdrücke für die Spannungskomponenten gehen, 
wenn man diese Werte einsetzt, über in 

-201'"'+-',:+ "+' „'^^-''''^ "+- oa-'^+'oA 

Nun handelt es sich noch um die Grenzbedingungen an 
den Endflächen des Hohlzjlindera, über die bisher noch nichts 
aasgemacht war. Jedenfalls sind die Endflächen bei der be- 
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trachteten Lösung nicht &ei von äußeren Kräften. Die Schub- 
spannuDgen sind zwar aneb dort, wie Qberall, gleich Null, 
aber die Normalspannangen können nicht zum Verschwiiiden 
gebracht werden, wie es sein mfißte, wenn der Zylinder an 
beiden Enden frei von allen Verbindungen sein sollte. Da- 
gegen können wir wenigstens die Konstante e^, über die wir 
bisher noch nach Belieben verlugen durften, so wählen, daß 
die Lasten an jedem Ende unter sich ein Ctleichgewichtssysteni 
bildeiL Dazu ist 

zu setzen, wobei die Integration über die ganze Querschnitts- 
ääche zu erstrecken ist. Das Integral kann leicht berechnet 
werden, da in dem Anadruck für 6^ nur t veiüoderlich, alle 
Übrigen Größen dagegen konstant sind. Schreibt man zunächst 



/' 



tdF = LF 



so ist damit t^ als der Durchschnittswert der Temperatur 
definiert und wenn man den Ausdruck für t einsetzt und 
integriert findet man 

r 'Igr — r.'lgr. „ 

'm = "i - VJ^'rT* "2 ■*- »s 

oder, wenn man die Konstanten a^ und a^ in den Tempe- 
raturen ^1 und t^ ausdrückt, 

r„'(„ — r.'i. t. — t^ 

Die Bedingung daßlr, daß die Summe der Normalspon- 
nungen für einen Querschnitt verschwinden soll, läßt sich nun 
dahin ausdrücken, daß 

sn setzen ist. Welchen Wert man der Konstanten c^ zu diesem 
Zwecke geben muß, läßt sich aus dem Veigleiche dieses Aus- 
drucks mit dem früher für a^ g^ebenen sofort entnehmen; 
es ist aber uicht nötig, den Wert anzuschreiben. 
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Überlegen wir uns jetzt, was mit dieser Lösung gewon- 
nen ist. Wenn man die WärmeBpannungen berechnen Boll, 
kommt es auch sehr wesentlich darauf an, welchen mecha- 
nischen Bedingungen die Enden des Hohlzylinders unterworfen 
sind, insbesondere also, ob sich der Zylinder frei ausdehnen 
oder zusammenziehen kann oder ob er daran durch die Be- 
festigung an den Enden gehindert ist. In der Regel wird die 
Aufgabe dahin zu verstehen sein, daß der Zylinder an beiden 
Enden als frei betrachtet werden soU und um auf eine diesem 
Falle anzupassende Lösung zu kommen, wurde vorher schon 
e^dF gleich Null gesetzt. Tatsächlich gefunden haben wir 
aber doch nur jene Spannungen, die durch das Zusammen- 
wirken der Temperaturunterschiede und der den u^ entsprechen- 
den Lasten an den Endquerschnitten hervorgerufen werden. 
Von unserer Lösung abzuziehen sind daher, wenn die Zylinder- 
enden frei sein sollen, erst noch jene Spannungen, die von 
diesen Lasten für sich hervorgerufen werden. 

Aber man beachte, daß diese Lasten wegen der Wahl 
der Konstauten Cj an jedem Zylinder ende unter sich ein 
Gleichgewichtäsystem bilden. Ein solches Gleichgewichts- 
system dicht zusammengedrängter Lasten kann einen Span- 
nnngs- und Formanderuagszustand von merklichem Betr^e nur 
in der Nahe der Angriflfsstellen der Lasten hervorrufen, während 
er an allen etwas weiter abliegenden Stelleu als verschwindend 
klein zu betrachten ist Das heißt mit anderen Worten, daß 
die aufgestellten Formeln die Wärmespannungen für 
den Fall freier Zylinderenden an allen von diesen 
Enden etwas weiter abliegenden Stellen bereits rich- 
tig darstellen. 

An den Zylinderenden selbst ist freilich der Spannungs- 
zustand von ganz anderer Art und weit schwieriger za er- 
mitteln; ich werde darauf noch zurückkommen. Im übrigen 
aber kann man die Formeln ohne weiteres zu praktischen Berech- 
nungen benutzen. Dazu ist noch nötig, die Größtwerte der 
Spannungen aufzusuchen, von denen die Beanspruchung des 
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Materials abhängt. Auf 0^ kommt es dabei, wie man sofort 
sieht, nicht au, da 68 am iunern und äußeren Mantel ver- 
schwindet und dazwischen auch keine beS^ondere großen Werte 
annehmen kann. Die andern Hauptspanaungen (denn wegen 
T = sind sowohl ff, als ff^ und ff^ Hauptspannungen) nehmen 
dagegen ihre Größtwerte am inneren und äußeren Mantel an. 
Für ff, folgt dies daraus, daß in dem Ausdrucke dafür nur t 
veränderlich ist, das sich von innen nach außen hin stets in 
demselben Sinne ändert. In dem Ausdrucke fUr ff, kommt 
außer t noch r als veränderliehe Größe vor; man sieht aber 
daß sich die beiden mit r und t behafteten Glieder ebenfalls 
beide in demselben Sinne ändern, wenn man r wachsen läßt. 
Wir brauchen also nur auf die Werte am inneren und äußeren 
Zylindermantel zu achten. Dabei zeigt sich, wenn man r = r, 
oder r = r,- in die Formel einsetzt, daß an beiden. Stellen «^ 
und ff, nach Größe und Vorzeichen miteinander übereinstimmen. 
Man erhält 

1) für r = r. 






ö, = ff, = - 2 G 



Diese einfachen Formeln sind, wie es scheint, zuerst in 
der polnisch geschriebenen Dissertation eines Herrn Dr. Huber 
aufgestellt worden; der Verfasser hat mir seine Abhandlung 
zwar zugeschickt, ich bin aber der polnischen Sprache nicht 
mächtig und daher über den Inhalt nur unvollkommen unter- 
richtet. — Für den Fall, daß die Wanddieke des HohlzylinderB 
klein ist gegenüber dem Halbmesser ist es übrigens bequemer, 
die Formeln noch ein wenig umzugestalten, indem man von 
den bekannten Reihenentwickelungen für lg (1 -|- x) usf. Ge- 
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brauch macht. 
r, and r. mit r 



Bezeichnet man das arithmetische Mittel ron 
. und die Wanddicke mit h, 30 hat man 



hf--^- 



-i" 



-Ig- 



". + -. 



Entwickelt man ebenso das erste Glied in der Klammer 
der Gleichungen (282), so erhält man unter Unterdrückung 
der Ton höherer' Ordnung kleinen Größen 

r « — »■'» ~ T °~ S """Kr 



und an Stelle der Gleichungen (282) kann man daher bei 
Köhren ron kleiner Wanddicke genau genug anch setzen: 

1) für r — r, 

2) für r = r„ 

«^=ff,= + 2G;+-;«(^.-o(i--,;j 

Man bat daher, wenn (,- größer ist als t^, innen Druck- 
und außen Zugspannungen von annähernd gleicher Größe. Man 
erkennt auch, daß der Betrag dieser Spannungen bei 
gleichem Temperaturunterschiede t^ — t^ nur wenig 
von der Wanddicke abhängig ist. Da aber in der Il^el 
der Temperaturunterschied bei geringer Wanddicke kleiner 
ausfallen wird, als bei großer Wanddicke, sind die dicken 
Bohren einem Bmche durch die Wärmespannungen mehr aus- 
gesetzt^ als die dtinnwandigen. Diese Beobachtung hat man 
übrigens schon längst gemacht und man stellt daher z. B. die 
Reagenzgläser der Chemiker mit sehr geringer Wanddicke 
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her. Auch die düoDwandigen Lampenzylinder springen nicht 
90 leicht wie die dickwandigen. 

Sind die Zylinderenden nicht frei, wie bisher Torauegesetzt 
war, sondern zwischen zwei Platten eingespannt, die sieh einer 
Ausdehnung widersetzen, so hat man in der früheren Formel für 
e^ die Konstante c^ gleich KuU zu setzen, anstatt sie so zu 
bestimmen, daß je^dF zu Null wird. Dadurch ändert sich 
nur 0, um einen für den ganzen Querschnitt konstanten Be- 
trag, während a^ und e, ungeändert bleiben. 

§ 41. Daa Verhalten der Zylinderenden. 

Wir setzen jetzt wieder voraus, daß die Enden frei seien. 
Um die Wärmespannungen in ihrer Nachbarschaft zu ermitteln, 
haben wir noch die Aufgabe zu lösen, jene Spannungen zu 
berechnen, die von Lasten an diesen EndNi herrtthren, die 
sich nach dem vorher fQr «^ festgestellten Gesetze Ober den 
Endquerschnitt verteilen. Verhältnismäßig leicht gelingt dies, 
wenn man den Zylinder als dünnwandig voraussetzen darf, 
was gewöhnlich zulässig sein wird. Zunächst soll aber 
wenigstens mit ein paar Worten auf den viel schwieriger zu 
behandelnden Fall des dickwandigen Zylinders eing^;angen 
werden. 

Haa hat es dann mit einer Aufgabe von der in § 36 be- 
handelten Art zu tun und der damals besprochene Weg vermag 
auch hier, wenn auch nur unter Aufwendung sehr umfangreicher 
Rechnungen, zum Ziele zu führen. Dabei ist zu beachten, daß 
auch die beiden in § 36 verworfenen Lösungen der Differential- 
gleichung (245), die für r •• zu unendlich großen Werten 
führen, hier beizubehalten sind, da dieser Umstand die Brauchbai> 
keit der Lösung beim Hohlzylinder nicht hindert. Infolgedessen 
treten in die Lösung bei den Gleichungen (254) noch zwei neue 
mit willkürlichen Konstanten behaftete Glieder ein, wogegen auch 
zu den in den Gleichungen (256) ausgesprochenen Grenzbedingungen 
noch zwei weitere . Bediogungsgleichungen hinzukommen, die aus- 
drücken, daß auch für r ^^ r^ die Spannungen a^ und r zu Null 
werden müssen. Die vier Gleichungen sind dann aufzulösen nach 
den vier Unbekannten, nämlich den Verhältnissen der vier Inte- 
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gratioQsbonstanteQ zueinander und nach der in jenem Paragraphen 
eingeführten Konstanten ß. Dasliefertfftr «eine transzendente Gleichung 
mit unendlich vielen (im allgemeinen iompleien) Wurzeln, die 
ebensovielen Einzellösungen entsprüchen, von denen jede den Be- 
dingungen an den beiden ZjlindermSnteln genügt. Aus diesen 
bleibt dann noch jene Lösung zusammenzusetzen, die auch die 
Grenzbedingung am Zylinderende befriedigt, d. h. der dort vorge- 
schriebenen Spannungsverteilung a^ genau oder wenigstens mit ge- 
nügender Annilherung entspricht. 

Damit ist wenigstens der Plan vorgezeichnet, nach dem man 
vorgehen könnte; aber man sieht schon, daB er praktisch kaum 
durchzuführen ist, da er viel zu umfangreiche Rechnungen erfordern 
vriirde. Dazu kommt noch, daß selbst mit einer in diesem Sinne 
strengen Lösung der Aufgabe gar nicht viel gewonnen wäre, da 
die der ganzen Betrachtung zu Grunde liegende Voraussetzung 
über die Temperaturverteilung an den Enden des Hohlzyliaders 
sicher nicht mehr erfüllt ist. Wie sich die Temperatur dort ver- 
teilt, ist vielmehr von den besonderen Umständen des einzelnen 
Falles abhängig and man wird sich dafür stets mit einer ganz 
ungefähren Einschätzung begnügen müssen. Daher hat eine ge- 
naue Rechnung, die sich auf einer so unsicheren Grundlage auf- 
baut, überhaupt keine Berechtigung oder wenigstens keinen prak- 
tischen Wert. 

Bei einem dünnwandigeu Zylinder befindet man sieb da- 
gegen in viel günstigerer Lf^e. Zunächst insofern, als die 
wirklich eintretende Temperaturverteilung von der vorher vor- 
ausgesetzten auch an den Zylinder enden weniger abweichen 
wird und dann weil eich die Rechnung, wenn auch nicht ganz 
streng, so doch mit vollständig genügender Annäherung weit 
leichter durchführen läßt. 

Da hierbei Näherungsannahmen einzuführen sind, über 
deren Berechtigung man sich ein Urteil bilden muß, tut man 
am besten, auf die ereten Grundlagen der Theorie zurück- 
zugehen, weil sich dann besser übersehen läßt, wie weit man 
mit den vorzunehmenden Yemachlässigungen gehen darf. Ich 
beginne daher mit den Gleichungen (237), die das Gleich- 
gewicht der Spannungen an einem Yolumenelemente aussprechen 

y^ H- Dr = 
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Jede dieser Gleichungen multipliziere ich mit rdr und 
integriere sie von r ^ r^ bis r =■ r^; dadurch ergibt sieh, 
wenn man beachtet, daS an beiden Grenzen r und ff, zu Null 
werden : 

§ljr9jr = (284) 

; frxdr - J6,dr = 0. (285) 



da 

Multipliziert man außerdem noch die eret« der vorher- 
gehenden Gleichungen mit r'*dr und integriert zwischen den- 
eelben Grenzen, so erhält man zunächst 



^-Jr'«Jr+Jrl{r.)är-0 



oder bei partieller Integration des zweites Gliedes auf der 
linken Seite unter Beachtung des UmBtandes, daß t an beiden 
Grenzen verschwindet, 



- / r^e^dr — I rzdr — 0. 



Aus der Verbindung der Gleichungen (285) und (286) end- 
lich entsteht 

^ifr^fjr ^Ja^dr. (287) 

Diese Gleichungen sind noch streng richtig, auch für 
dickwandige Hohlzylinder. Der Vorteil, der durch die Einfüh- 
rung der von rl bis r^ genommenen Integrale erzielt wird, 
kommt aber nur bei den dünnwandigen Rohren zur Geltung, 
indem man bei diesen für die Integration nach der Wanddicke 
hin^nglich genaue Näherungsannahmen für die Abhängigkeit 
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der Spannungen «^ und ff, von r einführen kann. Wenn dies 
geschehen und die Integration nach r aasgeführt ist, hat man 
es nur noch mit Funktionen von x za tUD, da die unabhängige 
Variable r durch die Integration auegeschaltet ist. 

Für diese weitere Verwertung der Gleichungen ist es am 

besten, sich an eine Deutung anzuschließen, die man ihnen zu 

«ben vermag. Man denke sich nämlich, wie es in Abb. 31 




angedeutet ist, durch zwei Meridianebenen, die den unendlich 
kleinen Winkel 1^9^ miteinander bilden, einen Streifen auB der 
Kohrwand herausgeschnitten. Dieser kann als ein Stab von 
trapezförmigem Querschnitt betrachtet werden; oder schließ- 
lich genau genug auch als ein Stab von rechteckigem Quer- 
schnitt, wenn sich die Radien r^ und r^ nur wenig vonein- 
ander unterscheiden. An dem freien Ende des Stabes wirkt 
das sich aus den Spannungen ff^, die an dieser Stelle gegeben 
sind, zusammensetzende Kräftepaar ein. Als weitere Lasten 
greifen an den Seitenflächen des Stabs die — zunächst unbe- 
kannten — Spannungen ff, an. Jedem F^henelemente dF 
der einen Seitenfläche, auf der sich die Spannung a^F über- , 
trägt, entspricht ein gleichgelegenes Flächenelement der anderen 
Seitenfläche, in der dieselbe Spannung übertragen wird. Beide 
Spannungen schließen einen Winkel ein, der eich um d<f von 
einem gestreckten unterscheidet und sie können daher zu einer 
Resultierenden von der Größe e,dFdqi zusammengesetzt wer- 
den, die bei einem positiven ff, radial nach Innen zu geht. 
Für ein Längenelement dx des Stabes hat man daher im 
ganzen eine von den ff, herrührende Belastung yon der Größe 
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dxdifje,dr 



womit das auf der rechten Seite der Gleichung (287) stehende 
Integral seine Deutung gefunden hat. 

Durch das Zusammenwirken des Kräftepaares am Stahende 
und der über die Länge des Stabs verteilten Lasten in radialer 
Richtung erfährt der Stab eine Bi^ung und die in dem Rohre 
auftretenden Spannungen a^ sind zugleich als Biegungsspan- 
nungen in einem StabquerscLnitte zu betrachten. In einem 
Querschnittsstreifen von der Breite rdrp und der Höhe dr wird 
die Spannung ff^rdqidr übertragen. Die Bedingung, daß die 
Spannungen 0^ zusammen ein Kräftepaar liefern, vrird durch 
die Gleichung 



dfpj ff^rdr 



ausgesprochen, die mit Gleichung (284) in wesentlichen über- 
einstimmt. Das Moment des Ktäftepaares kann dadurch be- 
rechnet werden, daß man für einen beliebigen Momentenpunkt, 
insbesondere also auch für den auf der Zylinderachse liegenden 
die Summe der statischen Momente aller einzelnen Kräfte 
nimmt. Das liefert 



diflr 



e,dx 



und das Integral stimmt, wie man sieht, mit dem im ersten 
Gliede der Gl. (287) vorkommenden Integrale überein. Führt 
man zur Abkürzung für das Biegungsmoment bezogen auf 
einen beliebigen Querschnitt des Stabes die Bezeichnung M 
und iiir die auf die Längeneinheit bezogene Belastung in 
radialer Richtung die Bezeichnung p ein, so kann daher Gl 
(287) auch in der Form 

geschrieben werden, die anschaulicher ist, weil sie unmittelbar 
an die Biegungstheorie des Stabes anzuknüpfen gestattet, und 
von dieser her auch schon bekannt ist. 



Dig,i,z.dby Google 
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Der Spaonungszustand tlea Stabes hängt nun in erster 
Linie von der Bi^ung, d. h. von der Verschiebung p in radi- 
aler Richtimg ab. Dabei verstehen wir jetzt unter p die Ver- 
schiebung der auf der Stabachse, also im Abstände r„ = ° ^ 
von der Rohrachse gelegenen Punkte. Wegen der geringen 
Wanddicke darf vorausgesetzt werden, daß dieser Wert zugleich 
der Mittelwert der Verschiebungen p zwischen den Stellen 
' r = r^ und r ~ r^ ist. Im Mittel ist dann die Dehnung e, in 
tangentialer Richtung gleich — zu setzen. Ferner kann, da die 

Summe der Zugspannungen u^ für den Stabquerschnitt gleich 
der Summe der Druckspannungen ist, bei der Berechnung von 
p von ihrem Einflüsse auf die tangentiale Dehnung abgesehen 
werden. Auch auf die Spannungen in radialer Riehtui^ 
braucht hierbei nicht geachtet zu werden. Da es ohnebin 
nur auf eine Anmtberung ankommt, dürfen vrir es daher als 
genügend betrachten, bei der Berechnung von p im Mittel 



(289) 



6, = E^ 

zu setzen, wenn E der Elastizitätsmodul ist. 

Man erhält dann, vom Vorzeichen abgesehen, 

p = d^ j a,dr ^ dtpE— j dr ^ dip Eq~ 

und Gleichung (288) geht über in 

Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite war näm- 
lich beizufügen, weil bei einem positiven p die Last p nach 
innen hin, also in negativer Richtung gebt. Diese Gleichung 
entspricht genau der für einen Stab auf nachgiebiger Unter- 
lage geltenden, die in § 45 des dritten Bandes bebandelt wurde 
Das weitere Yer&hren kann sich daher eng an das dort ein- 
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geschlagene anschließen. Insbesondere dUrfen wir die Gleichung 
der elastischen Linie des Stahea in der Form 

heranziehen, wobei wegen des Vorzeichens von M zu bemerken 
ist, daß dieses hier positiv zu nehmen ist, weil die Ausbiegungen 
Q als positiv gelten, wenn sie in Abb. 31 nach oben hin er- 
folgen, während bei der Unteraiichai^ der elastischen Linie 
des Stabes im dritten Bande die Äusbiegnngen in der entgegen- 
gesetzten Richtung positiv gerechnet wurden. Setzt man 
diesen Wert von M in die vorhergehende Gleichung ein, so 
erhält man 

Für 9 kann man, da es als ausreichend angesehen werden 
sollte, den Stabquerscbnitt als rechteckig zu betrachten, 

setzen, womit die vorige Gleichung Übergeht in 






-iP- 



Die allgemeine Lösung läßt sich ebenso wie in 61. (140) 
des dritten Bandes in der Form 

9 = Cie'"^ sin ax + C\e~'"' cosccx -\- Cge'"a\aax 

+ C,e"^coaax ^^^^^ 

angeben. Die darin auftretende Konstante a, die mit dem in 
den vorigen Paragraphen auftretenden Ausdehnungskoeffizienten 
« nicht verwechselt werden darf, ist, wie aus der Einsetzung 
in die Differentialgleichung (290) hervoi^eht. 



zu setzen. Von den Integratious konstanten sind hier C, 
und C^ gleich Null zu setzen, weil q für a; = oo zu Null 
werden muß. Die beiden Übrigen ergeben sich aus den Be- 
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diugungen am Zyliiiderende, also iür'x = 0. Zimäehst ist 
dort die Schubkraft V für den Stab und daher-, ^, gleich Null, 
Das liefert die Grleichung 

c^ + C, = 0. 
Ferner ist das Moment im Anfangsquerschnitt gegeben. Be- 
zeichnet man es einstweilen mit M^, so wird 

" \dxVn 

oder beim Einsetzen des Wortes von p 

M^ 2a*C,-B©. 

Durch Einsetzen der Werte von c und 9 findet man da- 
her für die Integrationskonstanten 

„ _M„2yä p _j_ 3f„2y3 
^' Bh^drp^ * '^ Eh^dtf 

und die fertige Lösung für p lautet 

O-^^'^l'— {■'•<'■" -•>"^-"^), (293) 

wobei noch für a der in Gl. (292) angegebene Wert zu nehmen 
ist. Es bleibt noch der Wert des Änfangsmomentee Jfg an- 
zugeben. Dieses rührt von den am freien Zylinderende anzu- 
bringenden Spannungen e^ her, deren Betrag sich aus den 
Formeln des vorigen Paragraphen ergibt. Nach den Gleichungen 
(283) ist mit der hier wegen der bereits vorgenommenen Ver- 
nachlässigungen gebotenen Unterdrückung von - gegenüber 
der Einheit 

9^ G^-+[-c(i,-0 fürr^r^ 

^^=^^Z'^\"^*'~ *") fürr=.r^. 

Nun waren das jene Kräfte, die wir an den Zylinderenden 

anbringen mußten, um den im vorigen Par^raphen betrachteten 

Spann ungszustand überall zu verwirklichen. Um von diesem 

Falle auf den Fall der freien Zyltnderenden zu kommen, mflasen 
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vir uns zu jenen Kräften andere hinzugefügt denken, die ihnen 
entgegengesetzt und gleich groß sind. Der Spannungsznstand 
bei freien Zylinderenden wird daher aus den früher berechneten 
WärmespannuQgen erhalten, indem wir die Spannungen dazu 
fügen, die von den mit dem entgegengesetzten Vorzeichen ge- 
nommenen Lasten 0^ an den Zylinderenden für sich genommea 
hervorgebracht werden. Das sind also an der Kante r = r,- 
Zugkräfte und an der Kante r ^ r^ Druckkräfte von dem vor- 
her angegebenen Betrage. Mit diesen Pfeilen waren die Zu- 
Bfttzlasten am Zjlinderende auch schon in Abb. 31 eingetragen 
und das von ihnen herriiheude Kräftopaar für den Änfangs- 
quersehnitt des Stabes dreht im Sinne des Uhrzeigers und ist 
daher nach unseren Yorzeichenfestsetzongen positiv zu rechnen. 
Zwischen 3/^ und dem Absolutbeträge der Kantenspannungen 
6^ besteht, da der Querschnitt des Stabes näberungsweiee ala 
rechteckig betrachtet wurde, der aus der Bi^uugstheorie de» 
Stabes bekannte einfache Zusammenhang 



Ermittelt man hieraus M^, nachdem der vorher angegebene 
Wert von <j^ eingesetzt ist, führt dann M^ in GL (293) ein 
und vereinfacht den Ausdruck mit Hülfe der bekannten Be- 
ziehung zwischen G und E, so erhält man 

' p -= ™ 1 6 »"««iC- — t,^c~'"^{casax — sina«) 

oder wenn man die Poissonsche Konstante nt — 4 setzt, 

p — 0,38r„aj(/^ — Oe'""'(cos aar - sinaa;). (294) 

Dabei ist zur Unterscheidung der beiden a der Ausdeh- 
nangskoelSzient jetzt mit a^ bezeichnet, während a die aus 
Gl. (292) bekannte Konstante ist. Insbesondere ergibt sich 
die Ausweitung, die das freie Zylinderende infolge 
der ungleichförmigen Erwärmung erfährt, zu 

Pn - 0,38r„Ci((^ - Q. (295) 
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Beachtenswert ist ferner, das sich das Rohr io 
der !tfähe des Endes nicht einfach erweitert, sondern 
daß es eine wellenförmige Formänderung erfährt, so 
zwar daß die Amplitude der Wellen mit der Entfernung rom 
Zylinderende schnell abnimmt. Von j; — bis 3; — 0,6 Yr„h 
iet Q positiv. Bei der zuletzt genannten Abszisse wird p zu 
Null und bleibt dann negativ bis. zu a; = 3,0^'"™'', wo es 
wieder zn Null wird. Weiterhin ist dann wegen des Expo- 
nentialfahtors e~<" die Ausbiegung und hiermit der Einfluß 
des freien Endes auf den Spannungszustand nur noch unerbeblicb. 

Auch die Spannungen lassen sich nach den aufgestellten 
Formeln für jede Stelle leicht angeben. Von Wichtigkeit sind 
dabei namentlich die Spannungserhöhungen, die in der Nähe 
der Rohrenden gegenüber den größten Spannungen an den 
weiter abliegenden Stellen auftreten. Denn in der Tat ist die 
Gefahr eines Bruches nicht in den mittleren Teilen des Rohres, 
sondern in der Nähe der Rohrenden am größten. 

Die Ringspannungen 0, erfahren die größte Erhöhung am 
Rohrende. Die Ausbiegung für sich genommen bringt näm- 
lich an dieser Stelle Zugspannungen <f, hervor, die man nach 
den Grleichnngen (289) und (295) genau genug gleich 

0,38£«i(f(-O 
setzen kann. Dazu kommen die im vorigen Paragraphen er- 
mittelten und aus den Gl. (283) mit Vernachlässigung des 
Gliedes ^ zu entnehmenden Spannungen 0,. Bei r = r,. waren 

das Druckspannungen, die durch das Zusatzglied eine Ver- 
minderung erfahren. An der äußeren Kante d^egen addieren 
sich die im gleichen Sinne gehenden Spannungen, so daß dort 
die Bruchgefahr, soweit sie von den Ringspannangen herrührt, 
am größten ist. Im ganzen wird 

Jider, wenn man von G auf £ mit »1 = 4 umrechnet, 

ff,»« „ l,05_£:«i(/,. - Q. (296) 
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Die SpannungserhSliung macht daher ungefähr 
57 7o Ton der in den mittleren Teilen des Rohrs be- 
stehenden Spannung aus; sie ist demnach recht be- 
trächtlich. 

Die Spannungen ö^ werden am Rohrende im ganzen zu 
Null. Jener Anteil, der von der Auabiegung allein herrührt, wird 
am größten dort, wo der Krümmungshalbmesser den kleinsten, d. h. 
3" , den eiöJJten Wert annimmt. Hierbei ist zu beachten, daß 
die froher (in den Gleichungen {283}) festgestellten Wärme- 
spannuQgen für r — r^ Druck- und für r = r^ Zugspannungen 
waren. Eine Spannungserhöhung durch die Ausbiegung kann 
daher nur dort eintreten, wo die elastische Linie des Stabes 
nach Innen zu hohl ist, d. h, die größten Spannungen a^ 
treten dort auf, wo j-, seinen größten negativen Wert annimmt. 
Nun ist nach Gl. (294) 

^'^^, - Oßir^ccyit, - 0-2a*e-'"(sin((3; + ao^ccx) 

und dieser Ausdruck nimmt sein erstes Minimum an für 
ux = '7i, womit 

gründen wird. Damit berechnet sich der zugehörige Wert 
des Biegungsmoments M, nach Einsetzen von k und von 9 za 

und die ihm entsprechende Biegungsbeansprnchung an der 
Xante zu 

e = 0,028Ea^{tf — Q. 

Das ist die SpannnngserhÖhung, die zu der früher festgestellten 
Wärmespannung 

*^ = '^ Ir^ '^1 ('. - O " ^'^"^ ^ «1 ('i - *o) 

hinzutritt. Man sieht, daß die Erhöhung durch die 
Ausbiegung des Röhrendes nur unerheblich ist; die 
größte überhaupt vorkommende Spannung wird daher 

FftppI, ElsBtliiUt.thBOrU. n 
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durch den in GL (29t>) angegebenen Wert von ff,"" 
dargestellt. 

So weit als es für praktische Zwecke nötig ist, kann 
hiermit die Frage als gelöst angesehen werden. Man darf 
freilich nicht vergessen, daß ea sich nur um eine angenäherte 
Lösung handelt Der Vergleich des durch die beiden Meridian- 
ebenen ans der Rohrwand herausgeschnittenen Sektors mit 
einem einzelnen Stabe ist namentlich insofern nicht ganz ein- 
wandfrei, als sich der Stab den Spannungen e^ entsprechend 
der Quere nach frei auszudehnen oder zusammenzuziehen ver- 
miß, während der Sektor daran durch den Zusammenhang 
mit den übrigen Teilen der Rohrwand gehindert ist. Dadurch 
wird ein merklicher Unterschied herbeigeführt, der aber doch 
nicht so hoch einzuschätzen ist, daß dadurch die praktische 
Brauchbarkeit der Näherungslösung verhindert werden konnte. 

Eine bessere Annäherung würde sich wahrscheinlich durch 
eine engere Anlehnung au die im Eingänge dieses Paragraphen 
angedeutete strenge Theorie erzielen lassen. Man könnte nämlich die iu 
der strengen Lösung vorkommenden Funktion i\F^ usf. nach 
Potenzen des Abatandes r — r^ vou der Mitte entwickeln und 
sich damit begnügen, nur die ersten Glieder davon beii^ubehalten. 
Dadurch würde man wohl ohne allzugroße Kecbnungen zu einem 
etwas genaueren Ergebnisse gefilbrt werden, als es vorher ange- 
geben war. Einstweilen genügt dieses aber meiner Ansicht nach 
auch schon ganz gut. 
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Fünfter Abschnitt. 

Die allgemeinen Sätze über die Formändemngsarbeit; 
Eigenspannnngen. 

§ 42. Das Prinzip der virtueUen OeBOhwindigkeiten für 
elaatisohfl Körper. 
In Band I (§ 21 der dritten Aufl^e) wnrde die Aussage 

des Prinzips der virtnellen Geschwindigkeiten für staiTe Körper 
auf Grund des Wechselwirkungsgesetzes abgeleitet. An diese 
Betrachtung werde ich hier anknüpfen; sie ist nur entsprechend 
zu erweitern, so daß sie auf elastische Körper Übertragen 
werden kann. 

Für einen einzelnen materiellen Punkt, der irgend einem 
Körper angehört und an dem neben einer äußeren Kraft $ 
noch innere Kräfte ^ in beliebiger Zahl angreifen, hat man 
znnächst die Gleichgewichtsbedingnng 

5ß + 2:3 = 

und daher auch, wenn man unter 3 eine beliebige unendlich 
kleine Strecke versteht, die sich als eine virtuelle Verschiebung 
des materiellen Punktes bezeichnen läßt, die mit der vorigen 
gleichwert ige Gleichgew ich tsbedingung 

Diese Bedingung besteht, von welcher Art der Körper, 
dem der materielle Punkt angehört, nun auch sein mag, also 
für einen elastisch festen oder flüseigen Körper ebenso wie 
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flir einen starren. Dasselbe gilt auch noch für die weitere 
fileichung 

2:^8-1- 2:2:38 = 0, (297) ■ 

die auB der Torigen durch Summierung über alle materiellen 
Punkte erhalten wird, aus denen sich der betrachtete Körper 
zusammensetzt. 

Die unendlich kleinen Versehiebungewege S sind im all- 
gemeinen fttr jeden materiellen Punkt andere und ganz will- 
kürlich wählbare Größen. Wir können sie aber auch, wenn 
dies für unsere Zwecke nützlich erscheint, ii^eudwelehen Be- 
schränkungen unterwerfen. Insbesondere können wir uns, wenn 
der Körper, um den es sich handelt, als ein starrer betrachtet 
werden darf, auf die Betrachtung solcher Verschiebungswege § 
der einzelnen Punkte beschränken, die möglich sind, ohne daß 
eine Formänderung des Körpers eintritt. In diesem Falle 
wird, wie im ersten Bande auseiuandet^esetzt wurde, nach der 
allgemeinsten Ansst^^e des Wcchselwirkungsgesetzes 

2:2:30 = 0, (298) 
so daß als notwendige und zugleich hinreichende Gleich- 
gewichtsbedingung für die äußeren Kräfte am starren Körper 

2:^8 = (299) 

übrig bleibt. Man muß nur hinzufügen, daß diese •Gleichung 
für jedes mögliehe System von Verschiebungen 8 der An- 
griffspunkte der einzelnen Kräfte 9ß gültig ist, die ohne Form- 
änderung des Körpers möglich sind oder, wie man sich der 
Kürze halber ausdrückt, für jede virtuelle Verschiebung 
des starren Körpers. 

Bis dahin habe ich nur von früher her Bekanntes wieder- 
holt. Nun denke man sich die Kräfte Sß an einem elastisch- 
festen Körper angebracht. Die Formänderungen, die beim Auf- 
bringen dieser Lasten eintreten, seien bereits abgelaufen, so 
daß der Körper und jedes Teilchen, das zu ihm gehört, im 
Gleichgewicht und zwar in Ruhe ist. Auch hier können wir 
uns jedem Funkte des Körpers eine Strecke 8 beigelegt denken. 
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die als eine virtuelle Yerscbiebung angesehen werden kana. 
Zonäjilist können wir dabei auch wieder an solche Strecken ä 
denken, wie sie der virtuellen Verschiebnng eines starren 
Körpers entsprechen und dann bleibt Gl. (299) unverändert 
galtig. Damit ist nur gesf^, daß die äußeren Kräfte den- 
selben Oleichgew ich tsbedingungen am elastisch-festen Körper 
entsprechen müssen, als wenn sie in dei: gleichen Weise an 
einem starren Körper angebracht wären. 

Dabei wollen wir aber jetzt nicht stehen bleiben. Wir 
können auch andere virtuelle Verschiebungen in Betracht 
ziehen, mit denen eine Formänderung des Körpers verbunden 
ist. Diese Verschiebungen dürfen im übrigen ganz nach Be- 
lieben gewählt werden; sie sollen nur unendlich klein und 
außerdem stetige Funktionen der Koordinaten xyz des Ortes 
sein, auf den sie sich beziehen. Die znletzt genannte Be- 
dingung ist nötig, damit die Verschiebung überhaupt geo- 
metrisch möglich ist, ohne daß der Zusammenhang des Körpers 
zerstört wird. 

Bei Verschiebungen, die mit Formänderungen verbunden 
sind, verlieren die Gleichungen (298) und (299), wie schon 
aus den Untersuchungen des ersten Bandes bekannt ist, ihre 
Gültigkeit. An ihrer Stelle muß man auf die ganz allgemein 
gültige Gleichung (297) zurückgreifen. Um weitere Schlüsse 
aus dieser Gleichung ziehen zu können, muß man danach 
trachten, die darin vorkommende Summe der virtuellen Ar- 
beiten der inneren Kräfte näher zu bestimmen, so nämlich daß 
sie auf Größen, die wir als bekannt ansehen dürfen, zurück- 
geführt werden kann. 

Das kann geschehen mit Hülfe des Begriffes dei^ Form- 
änderungsarbeit, der schon im dritten Bande aufgestellt und 
vielfach benutzt wurde. Als Formänderungsarbeit wurde die 
Arbeit der äußeren Kräfte bezeichnet, die während der unter 
dem Einflüsse dieser Kräfte erfolgenden Formänderung ver- 
richtet wird. Sie gibt den Betrag der dem Körper zugeführten 
Energie an, die unter der Voraussetzung einer vollkommen 
elastischen Formänderung in Gestalt von potentieller Energie 
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darin aufgeepeichert und beim ZurQcligelien in den sp&naung»- 
loseii Zustand wieder als Arbeiteleistang daraus zurückge- 
wonnen werden kann. Die von den inneren Kräften während 
der Formänderung geleistete Arbeit ist ebensogroß wie die 
Arbeit der äußeren Kräfte, aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen. Die inneren Kräfte, die sich der Formänderung 
widersetzen, werden nämlich bei der Formänderung fiberwunden, 
leisten daher negative Arbeiten und werden dadurch in den 
Stand gesetzt, beim Rlickgängigmachen der Formändemi^ 
positive Arbeit zu leisten und hiermit den dieser entsprechenden 
Energiebetr^ wieder nach auBen abzugeben. 

Der Unterschied zwischen dem Gebrauche, den wir früher 
von dem in dieser Weise festgestellten Begriffe der Form- 
änderungsarbeit machten und dem hier beabsichtigten besteht 
ausschließlich darin, daß es sich früher nur um die durch 
die gegebenen Lasten tatsächlich hervorgebrachten Form- 
änderungen handelte, während jetzt die Arbeit der 
inneren Kräfte für bloß willkürlich erdachte und 
nicht wirklich ausgeführte Formänderungen fest- 
gestellt werden soll. Dieser Unterschied hindert jedoch 
nicht, daß wir in ganz ähnlicher Weise zum Ziele kommen 
wie früher. 

Vor allem soll der Ausdruck für die Formänderungsarbeit, 
die in einem durch gegebene Lasten in Spannung versetzten 
Körper aufgespeichert ist, nochmals in derselben Weise ab- 
geleitet werden wie im dritten Bande (§ 15 der dritten Auf- 
l^e), wobei aber jetzt der größeren Allgemeinheit wegen ein 
Volumeneleraent clxdyde betrachtet werden soll, dessen 
■ Achseurichtungen nicht mit den Hauptrichtungen des Spannungs- 
zu Standes an dieser Stelle zusammenzufallen brauchen. Die 
auf die Längeneinheit bezogenen Dehnungen in den drei 
Kanten richtungen' seien wie früher mit i^, e , E, und die 
Änderungen der ursprünglich rechten Winkel zwischen den 
Kanten mit y^^, j-^, und j-^,, bezeichnet. 

Wir betrachten zuiüchst das Volumenelement für sich, 
wozu wir nach dem allgemeinen Grundsatze der Festigkeits- 
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lehre, daß jeder Teil eines Körpers wieder ein Körper ist, auf 
den sich die allgemeinen Sätze der Mecbanik anwenden lassen, 
berechtigt sind. Für dieses Volumenelement sind die an den 
Seitenfläclien angreifenden Spannungen als äußere Kräfte zu 
betrachten. Zu ihnen kommt als weitere äußere Kraft die 
unmittelbar an dem Volumenelemente angreifende Uassenkraft 
mit den auf die Volnmeneinheit bezogenen Komponenten XYZ. 
In jedem Äugenblicke während der Formänderui^, die wir 
nns so langsam vollzogen denken können, daß die Be- 
schleunigungen vernachlässigt werden dS^rfen, halten sich die 
bezeichneten äußeren Kräfte im Gleichgewichte miteinander. 
Daher ist die Summe ihrer Arbeiten gleich Null für jede Ver- 
schiebung, die ohne Formänderung erfolgt. Wir können da- 
her bei der Berechnung der Arbeiten der äußeren Kräfte von 
der Bewegung, die das Volumeneleraent als Ganzes erfährt, 
abseben und brauchen uns nur um, die relativen Bewegungen 
innerhalb des Volumenelementes zu k&mmem, die in den Größen 
i^ usf zum Ausdrucke kommen. Der Mittelpunkt des Volumen- 
elementes bleibt hierbei in Ruhe, so daß die Masseukraffc X YZ 
keine Arbeit leistet, während sich die algebraische Summe 
der Arbeiten der an den Seitenflächen angreifenden 
Spannungen zu 

^dj:di/dz((J^t^ + ffj,«^ -|- ff,*, -1- J'ij,T'^„ + yii^j., -t- y^jr^J 
berechnet. Der Faktor ^ ist dabei aus dem schon in § 15 
des dritten Bandes ausfQbrlicb erörterten Grunde beizufügen, 
um nämlich dem allmählichen Anwachsen der Spannungen 
während der Formänderung Rechnung zu tragen. 

Der vorstehende Ausdruck gibt die dem Volumenelemente 
bei der Formänderung durch die Vermittelung der an ihm 
angreifenden Spannungen zugeführte Energie an. Ein Ausdruck 
von dieser Form gilt für jedes Volumenelement und wenn wir 
für dxdydz kürzer dv schreiben, erhalten wir die ganze in 
dem Körper aufgespeicherte Formänderungaarbeit A in Gestalt 
des über das ganze Volumen erstreckten Raumintegrals 
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Man kann diesen Ausdruck noch dadurch auf zwei ver- 
schiedene Arten umgestalten, daß man mit Hülfe des Elastizitäte- 
gesetzes entweder die Formänderungen in den Spannungen 
oder umgekehrt die Spannnngen in den durch sie hervoi^e- 
brachten Formänderungen ansdrückt. Wir wollen hier den 
zuletzt bezeichneten Weg einschlagen, und zwar deshalb, weil 
die geometrischen Größen, die die Formänderung beschreiben, 
mit den virtuellen Verschiebungen, die wir nachher betrachten 
wollen, am einfachsten in Zusammenhang gebracht werden 
können. 

Beachtet man, daß nach dem Elastizitätsgesetze 

usf. gesetzt werden kann, so erhält man an Stelle von Gl. (300) 
nach einfacher Umformung, unter Beachtung, daß die kubische 
Ausdehnung e =^ e^ + {,j + t^ ist, 

A - gJ\sJ + */ + *=' + ™ i 2 ^'* + ^i- + *.)' + 

+ ^{Y!,-^Yl + Yl)\dv. (301) 

Wenn man will, kann man hierin die e und y auch in den 
Differentialquotienten der Verschiebui^en | »; £ in bekannter 
Weise ausdrücken. Zunächst genügt es aber, den Ausdruck 
in dieser Form stehen zu lassen. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir dazu ühei^ehen, 
die virtuelle Arbeit der inneren Kräfte .^,^35 und zwar zu- 
nächst wieder innerhalb eines Volum enelenientes dxdyde zu 
berechnen, die zu irgend einer willkürlich erdachten, jedoch 
der vorher erwähnten Stetigkeitsbedingung entsprechenden Ver- 
schiebung gehört. Äußere Kräfte sind dabei für das Volumen- 
element wieder die Spannungen an den Seitenflächen und die 
Massenkraft. Alle diese und auch die inneren Kräfte ändern 
sieh während der virtuellen Verschiebung nicht, da es sich 
nicht mn eine wirklich stattfindende Foimänderung handelt, 
sondern nur um eine Berechnung der Arbeiten der bereits 
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fest j^egebenen Kräfte bei den willkürlich angenommenen Ver- 
Bchiebimgswegen. Äucli hier können wir wieder den ganzen 
Verschiebungs Vorgang in zwei Teile trennen, von denen der 
erste darin besteht, daß das Volumenelement als Ganges ohne 
Formänderung verschoben oder auch gedreht wird, während 
der zweite Teil aus den relativen Verschieb ungen innerhalb 
des Volumenelementes besteht, die zu seiner Formänderung 
führen. Während des ersten Teiles ist die Summe der Arbeits- 
leistungen sowohl der äußeren Kräfte als auch der inneren 
Kräfte je für sich gleich NuU. Die Formänderung während 
des darauf folgenden zweiten Teiles des ganzen Verschiebungs- 
vorganges tann durch die damit verbundenen Dehnungen dt^ 
OB , ds^ und Winkeländerungen ^^x^! ^7x,> ^Y,j, hinreichend 
beschrieben werden. Diese Größen sind, wie wohl zu be- 
achten ist, als ganz willkürliche, jedoch stetige Funktionen der 
Koordinaten xt/z zu betrachten. Durch die Bezeichnung, die 
wir ihnen gegeben haben, soll nur darauf aufmerksam gemacht 
werden, daß wir sie späterhin auch als willkürlich erdachte 
Alrändernngen der tatsächlich bestehenden Formänderungs- 
großen s^ usf. ansehen können. 

Die Arbeit der äußeren Kräfte für das Volumenelement 
bei der virtuellen Verschiebung berechnet sich nun, ähnlich 
wie vorher, zu 

Daß der Faktor \ hier fehlt, hat darin seinen Grund, daß die 
Spannungen nicht erst während der Formänderung allmählich 
anwachsen, sondern von vornherein bestehen und während der 
virtuellen Verschiebung konstant bleiben. Nach Gl. (297) ist 
die Arbeit der inneren Kräfte während der virtuellen Ver- 
schiebung ehensogroß wie der vorstehende Ausdruck, aber von 
entgegengesetzten Vorzeichen. Geht man von der Vorstellung 
eines molekularen Aufbaues des Körpers aus, so muß man 
sich das Volumenelement groß genug denken, so daß es noch 
eine große Zahl von Molekülen umfaßt. Das hindert nicht, 
es nachher trotzdem als unendlich klein gegenüber den Ah- 
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messungen dea ganzen Körpers anzusehen. Unter ££^^ ist 
dann die Samme der Arbeitsleistnngea der zwischen den 
einzelnen Molekülen des Volnmenelementea bestehenden inneren 
Kriifte 3 zu verstehen. 

Auch hier können wir, da die Versehiebvmgsgroßen di^ 
nst'. als stetig voransgesetzt wurden, die virtuelle Arbeit der 
inneren Kräfte für den ganzen Körper durch eine Integration 
über das ganze Volumen zu 

erhalten. Dieser Übergang vom Yolumenelement zum ganzen 
Körper ist deshalb in der angegebenen Weise möglich, weil 
die Summe der Arbeitsleistungen der Spannungen auf einer 
Seitenfläche, in der zwei Volumenelemente aneinandergrenzen, 
für beide Volumenelemente zusammen genommen zu Null 
wird, während diese Summe bei einer sprnngweiseu Änderung 
der Verschiebungswege, der freilieb mit einer Zerreißung des 
Zusammenhanges verbunden wäre, einen von Null verschiedenen 
Betrag liefern würde. 

Der in Gl. (302) festgestellte Wert läßt sieh nun in einen 
einlachen Zusammenbang mit dem in Gl. (301) augegebenen 
Betrage der Formänderungsarbeit bringen. Um dies nach- 
zuweisen, berechnen wir, um wie viel sich die nach Vorschrift 
der Gl. (301) festgestellte Formänderungsarbeit ändern würde, 
wenn der durch die Größen t^ usf. beschriebene Formändemngs- 
zustand tatsächlich in den durch die Größen e^ + öt^ usf. an- 
gegebenen Ubei^ehen würde. Der Anteil, den das Volumen- 
element dx dy dz zu Ä liefert und den wir mit dA bezeichnen 
wollen, ändert sich dann um einen Betrag SdA, der nach den 
Begeln der Variationsrechnung, die in diesem Falle mit denen 
der Differentialrechnung zusammenfallen, gefunden wii'd zu 
ddA = dxdydzG he^Öt^ + 2£^d^ + 2fj£^-\- 



3vGooglc 



§43. Das Prinzip der virtuellenüeschwindigkeitenförelaatiache Körper. 267 

Die iu der Klammer vorkomm enden Grlieder mit dem 
Faktor de^ lassen sich unter Benutzung der Bezeichnung e für 
die kubische Ausdehming zusammenfassen zu 

Nimmt man hierzu noch den vor der Klammer stehenden 
Faktor G, so geht dies Ober in 

und ähnlich lassen sich auch die Übrigen Glieder deuten. Im 
ganzen erhalt man daher 

ÖdA = dxdydsQ3j[^ + «/f^ + ö,*^ 4- r^^^r^, + 

Das ist aber genau der Betrag, den wir Torher für den 
negativen Wert der virtuellen Arbeiten der inneren Kräfte im 
Volumenelemente bei der mit den willkürlichen Formänderungen 
Se^ usf. verbundenen Verschiebung festgestellt haben. Durch 
Summation ober sämtliche Volume nelemente finden wir daher 
für den ganzen Körper 

2:2:3« = — Ä^ . (303j 

Hiernach läßt sich öl. (279), die das Prinzip der 
"virtuellen Geschwindigkeiten in seiner allgemeinsten 
Form ausspricht, für den elastisch festen Körper auf 
die Form 

2:^3 ^ÖA = (304) 

bringen, in der A den in Gl. (301) angegebenen Wert 
bedeutet. Voraussetzung ist, wegen der besonderen Form 
von A, daß der Körper dem Hookeschen Gesetze gehorcht. 
Es mag hierbei bemerkt werden, daß Gl. (304) auch noch für 
den Fall eines von dem Hookeschen abweichenden Elastizitäts- 
gesetzes aufrecht erhalten werden kann, unter der Voraus- 
setzung, daß dann A in entsprechend anderer Weise in den 
Form änderungs großen ausgedrückt wird. Die besondere Form, 
die man A in einem solchen Falle zu geben hat, definiert zu- 
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gleich das betreffende Elastizitätsgesetz. Auf Betrachtungen 
dieser Art soll aber hier nicht weiter eingegangen werden. 
Für den Fall des Hookeschen ElastizitStsgesetzes Iaut«t 
demnach das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten aus- 
führlicher angeschrieben; 

S^S^ - O^J {bJ + f/ + e,^ + -'i-^ + 

Hierbei ist abweichend von der bisherigen Bezeiehoungsweise, 
die sich an die in Band I gebrauchte anschloß, die Tirtuelle 
Verschiebung des Angriffspunktes einer äußeren Kraft ^ mit 
d§ anstatt wie bisher mit § bezeichnet. Dieser Wechsel in 
der Bezeichnungs weise erscheint hier wünschenswert, um eine 
Symmetrie mit den Bezeichnungen des zweiten Gliedes auf der 
linken Seite von Gl. (_305) herzustellen. 

Gl. (_305) ist zuerst von Kirchhoff aufgestellt worden. 
Ich hatte sie bereits in der zweiten Auflage des dritten Bandes 
in § 63a hergeleitet. In der dritten Auflage ließ ich aber 
diesen Gegenstand fallen, um ihn an diese SteUe zu verweisen. 
Gegenüber jener früheren Darstellimg habe ich mich bemüht, 
den Beweisgang hier deutlicher und einwandfreier zu gestalten, 
wenn dabei auch eine etwas größere Länge mit in den Kauf 
genommen werden muß. Meine frühere Darstellung hatte 
nämlich, wie ich aus einigen Äußerungen entnehmen konnte, 
zu erhebliehen Mißverständnissen Anlaß gegeben. 

Besonders zu beachten ist übrigens, daß die virtuellen 
Verschiebungen, auf die sich Gl. (305) bezieht, abgesehen von 
der Bedingung der Stetigkeit, ganz willkürlich sind und daß 
sie sich daher auch nur auf einen beliebig abgegrenzten Teil 
des Körpers zu erstrecken brauchen, während der Rest des 
Körpers in Ruhe bleibt. Längs der Grenzflächen, an denen 
beide Teile aneinander stoßen, muß dann freilich der Stetigkeits- 
bedingung entsprechend, oder mit anderen Worten um die 
virtuelle Verschiebung ohne eine ZeiTeißung des Körper- 
inhanges ausführen zu können, die Verschiebung überall 
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schon gieicli Null sein. Mit diesem Vorbehalt kann daher 
Gl. (305) auch auf jeden beliebig abgegrenzten Teil des Körpers 
angewendet werden. 

Bei der Anwendung der Gl. (305) wird man es häufig so 
einrichten können, daß bei der in Betracht gezogenen virtuellen 
Formänderung die äuSeren Kräfte gar keine Arbeit leisten. 
Das trifft insbesondere dann zu, wenn man nur einen Teil des 
Körpers der virtuellen Verschiebung unterwirft, falls an diesem 
Teile keine der äußeren Kräfte angreift. Unter dieser be- 
sonderen Voraussetzung (und keineswegs allgemein!) verein- 
facht sich dann die Aussage des Prinzips der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten zu der Gleichung 

dA^O. (SOG) 

Diese Gleichung ist die notwendige Bedingung dafür, daß 
die Form and erungaarbeit, die dem eich tatsächlich eiustelleoden 
Zustande entspricht, entweder ein Maximum oder ein Minimnm 
ist. Daß hier nur ein Minimum vorliegen kann, braucht nicht 
ausfQhrlich durch Bildung der zweiten Variation erwiesen zu 
werden, da es hierauf bei der Anwendung der Gleichung (306) 
überhaupt nicht ankommt. 

Wenn mau indessen die Aussage machen will, daß A 
unter den angegebenen Voraussetzungen ein Minimum sei, 
muß man sich freilich klar darüber sein, was damit aus- 
schließlich gemeint sein kann, da sonst Verwechselungen mit 
einem unter anderen Bedingungen gewonnenen Minimum leicht 
möglich sind. Man muß also genau wissen, unter welchen 
miteinander zu vergleichenden Werten A der kleinste sein 
soll. Darüber kann aber hier, wenn man nicht zu flüchtig 
über die Sache hinweggeht, kein Zweifel bestehen. Vergleicht 
man nämlich sehr viele an sich mögliche Form ander ungs- 
zustände miteinander, die etwa unter der gegebenen Belastung 
eintreten könnten und bildet den Wert von A fiir jeden nach 
Vorschrift von Gl. (301), so mnß für jenen, der wirklich ein- 
tritt, A kleiner sein als für jeden anderen, bei dem die Arbeit 
der äußeren Kräfte denselben Wert hat. Im übrigen kommt 
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«s, wie schon bemerkt, auf diese Minimumaeigenscliaft über^ 
haupt nicht an, sondern nur auf die durch (tI. (B06) unmittel- 
bar gegebenen Aussäe. 

Gt). (305) kann an die Spitze der ganzen Elastizitäts- 
theorie gestellt werden, indem sich alle Übrigen Be- 
ziehungen dieser Theorie aus ihr ableiten lassen. 
Zunächst gilt dies von den elastischen Grundgleichungen, wie 
schon daraus hervorgeht, daß die elastischen Grund glcichungen 
die Gleichgew ichtsbediugungen gegen Verschieben an jedem 
Volumenelemente nach den drei Acbsenrichtungen aussprechen 
und daß diese Gleiehgewichtsbedingungen gegen Verschieben 
durch die Aussäe des Prinzips der virtuellen Geschwindig- 
keiten ebenfalls mit umfaßt werden. Wenn man will, kann 
man aber auch noch in aller Förmlichkeit die Grundgleichungen 
aus Gl. (305) ableiten. Dazu drucke man die e und y in den. 
Differentialquotieuten der i fj t ^^oa und nehme nach Aus- 
führung der Variation unter dem Integralzeichen eine partielle 
Integration vor, wodurch die Differentialquotienten der vir- 
tuellen Verschiebungen d|, dtj, d£ durch diese Größen selbst 
ersetzt werden. Die virtuellen Verschiebungen denke man 
sich dabei so gewählt, daß am Umfange des Körpers überall 
ö|, di;, dg zu Null werden. Damit erreicht man, daß die bei 
der partiellen Integration entstehenden Glieder, die sich auf 
die Grenzflächen beziehen, verschwinden. Faßt mau hierauf 
alle Glieder zusammen, die unter dem Rauniintegrale mit d| 
multipliziert sind (wozu auch das Glied XSi gehört, das vom 
ersten Gliede der Gl. (305) herrührt) und beachtet man, daß 
wegen der Willkürlichkeit der Verschiebung das Raumint^raJ 
nur dann unter allen Umständen zu Null wird, wenn der 
andere B'aktor von Ä| und ebenso der von d»; und dg für 
sich gleich Null ist, so erhalt man die elastischen Gnmd- 
gleiehungen. Es wird nicht nötig sein, den hiermit hinreichend, 
beschriebenen Rechnungsgang in aller Ausführlichkeit anzu- 
schreiben. 

Wegen der die ganze Elastizitatstheorie- um- 
fassenden Bedeutung von Gl. (305) faßt sie auch die 
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Sätze von Castigliano in sich und sie steht gerade mit 
ihnen insofern in einem besonders engen Zasammenhang, als 
diese Sätze ebenfalts auf den Begriff der Formänderungsarbeit 
gestützt sind. Um so nötiger erscheint es jedoch, auch auf 
die im Einzelnen bestehenden Unterschiede hinzuweisen. In 
der technischen Mechanik spielt jener Satz von Castigliano- 
die Hauptrolle, wonach die statisch unbestimmten Großen einer 
Tragkonstruktion, die an mehr Stellen gestutzt ist, als nötig 
wäre, um sie vollständig festzuhalten, so groß ausfallen, daß 
dadurch die Formänderungsarbeit zu einem Minimum gemacht 
wird. Diese Aussage schließt sich dem Wortlaute nach sehr 
eng an die im Anschlüsse an Gl. (306) besprochene an. Trotz- 
dem dürfen aber beide durchaus nicht miteinander verwechselt 
werden, da das „Minimum" in dem einen Falle einen gan^ 
anderen Sinn hat, als in dem anderen. In Gl. (306) werden, 
nur solche geometrisch mögliche Formänderungszustäode mit- 
einander verglichen, die alle zu denselben L^ten gehören und 
zwar so, daß die Angriffspunkte der Lasten dabei keinen Ver- 
schiebungen unterworfen sein sollen. Dagegen werden in dem 
angeführten Satze von Castigliano jene Formänderungszu- 
stände miteinander vei^lichen, die entstehen würden, wenn 
man eine der statisch unbestimmten Größen, die dabei, als eine 
Last der Tragkoustruktion angesehen wird, verschiedene Werte 
annehmen ließe, wobei die zugehörige Auflagerbedingung nicht 
erfüllt zu werden braucht. Der Satz sagt dann aus, daß unter 
den in dieser besonderen Weise zum Vergleich miteinander 
ausgewählten Formänderungszu ständen jener, der zugleich die 
Aufli^erbe dingung erfüllt und daher wirklich eintritt mit der 
kleinsten Form ander ungsarbeit verbunden ist. Das ist also 
etwas ganz anderes, als was die Gleichungen (306) oder all- 
gemeiner (305) zunächst aussagen, obsehon freilieh, wie ich 
noch zeigen werde, wenn auch erst mit Hülfe einer besonderen 
Betrachtung der Satz von Castigliano aus dem viel allgemeineren 
Satze, der in Gl. (305) ausgesprochen ist, abgeleitet werden kann. 
Bei diesem Vergleiche kommt aber noch ein anderer 
Standpunkt in Betracht. In der technischen Literatur spielen 
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die Sätze von Castigliano, die eine weite Verbreitung und 
Tielfache Änwendutig gefunden haben, eine wichtige Rolle, 
während das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten in Form 
der Gl. (305) fast gar nicht benutzt worden ist. Den Ver- 
fassern von Aufsätzen in technischen Zeitschriften, die mit den 
Sätzen von Castigliano durch häufigen Gebrauch sehr gut 
vertraut, mit der Kirchhoffscheu Gleichung (305) aber nicht 
bekannt sind, entgeht es nun nicht, daß es möglich sein muß, 
eine allgemeinere Formulierung jener Sätze aufzustellen, mit 
-der sich aQch andere Fragen, als die nach den Auflagerkräften 
«iner statisch unbeatimmten Tri^konstniktion usf. beantworten 
lassen. Was bei solchen Versuchen angestrebt wird, ist in der 
Tat häufig nichts anderes, als Gl. (305), sei es in ihrer all- 
gemeinsten, sei es in einer dem betreffenden Falle angepaßten 
engeren Form. Insofern kann man daher sagen, daß wenigstens 
nach einer der beiden hier noch möglichen Richtungen hin 
die Gleichungen (305) oder (306) die in der technischen Lite- 
ratur zuweilen vergeblieh gesuchte Verallgemeinerung der ge- 
wöhnlich gebrauchten Castiglianoschen Sätze bilden. Um 
dies zu zeigen und die richtige Formulierung und fehlerlose 
Anwendung des allgemeineren Satzes darzutun, hatte ich in 
die zweite Auflage des dritten Bandes die §§ 63a und 63b 
aufgenommen. Aber ich habe mich überzeugen müssen, daß 
ich meinen Zweck damals nicht genügend erreichte und daß 
die Frage genauer im Einzelnen erörtert werden mußte, um 
die Sachlage nach allen Seiten hin klarzustellen. Diesem 
Zwecke sollen auch die folgenden Paragraphen noch dienen. 
Dabei wird sich auch zeigen, daß eine allgemeinere Fassung 
der Castiglianoschen Satze auch noch in anderer Weise 
möglich ist. 

§ 43. Beispiele für die Anwendung des Friusips der 
Tirtuellen Geaohwindigkeiten. 
Wer mit einem so allgemeinen Satj;e, wie er in Gl. (305) 
ausgesprochen ist, eine ganz spezielle Aufgabe lösen wÜl, be- 
findet sich ungefähr in der gleichen Lage wie ein Mann, der 
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mit einem TauBendmarkscheiiL in der Tasche eine Kleinigkeit 
einkaufen möchte. Wenn er schnell zum Ziele kommen will, 
sieht er nach, ob er nicht auch noch etwas kleineres Oeld daneben 
hat und Ußt, wenn dies zutrifft, den großen Schein mhig 
stecken. Wenn dies nicht geht, muß er den Schein, mu seinen 
Einkauf machen zu können, vorher wechseln lassen. Am 
schnellsten wird er bei diesem Oesclüft vorankommen, wenn 
er sich den Schein nur so weit als nötig, also etwa in Hundert- 
markscheine oder in Goldstücke umwechseln Utßt und dann 
den Kaufpreis unter Hinzunahme der Scheidemünze erlegt, dber 
die er außerdem noch verfSgt. 

Ich habe diesen Vergleich hier vorangestellt, weil er mir 
die Sache so gut zu treffen scheint, als man dies füglich nur 
irgend verlangen kann. Insbesondere sieht man daraus, von 
welchen Erwägungen ich mich bei der Auswahl und der Be- 
handlung der nachfolgenden Beispiele leiten lassen werde. 

Zu Sätzen, die zwar weniger um&ssend, dafür aber un- 
mittelbar gebrauchsfähiger sind, als der allgemeine Satz ge- 
langt man insbesondere dadnrch, daß man als virtuelle Ver- 
schiebungen solche ins Auge faßt, die durch kleine Änderungen 
in der Belastuug des Körpers tatsächlich hervorgebracht werden 
könnten. Falls mau nämlich auf ärund von anderen Be- 
trachtungen einfacherer Art bereits in den Stand gesetzt ist, 
die Formänderangsarbeit A als Funktion der gegebenen Lasten 
durch einen einfachen Ausdruck darzustellen, findet mau daraus 
die Variation 6A, die zu der in Aussicht genommenen Ver- 
schiebung gehört, durch Differentiation von A nach diesen 
Lasten. Freilich spricht die Gleichung, die man alsdann nach 
dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten erhält, nichts 
anderes aus als den einfachen Gedanken, daß die Arbeit der 
gegebenen Lasten bei einer solchen unendlich kleinen Zustands- 
ändernng gleich dem Zuwachse der in dem Körper aufge- 
speieherten Energie ist, also nichts anderes als das Snei^ie- 
gesetz. Man kommt damit auf alle jene Betrachtungen zurück, 
die ich im vierten Abschnitte des dritten Bandes bereits aus- 
führlich vorgenommen habe, insbesondere auf die Sätze von 

Fappl, EUituUttnhKwle. IS 
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Castigliano und den Alaxwellschen Satz von der Gegen- 
seitigkeit der Verschieb ungeii. 

Um diese Sätze hier nochmalB unabhäogig von der früheren 
Beweisführung abzuleiten, braucht man zu dem Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten nur noch die Erw^ung hinzu- 
znnehmen, daß sich bei einem Körper, der dem Uookeschen 
Gesetze gehorcht, die zu verschiedenen Lastsyatemen für sich 
gehörigen Formänderungen einfach auperponieren, wenn die 
Lafltsyateme zusammen wirken. Voraussetzung ist dabei, daß 
die Formänderungen SO klein sind, daß die Gestalt des ganzen 
Körpers hierbei nicht merklich geändert wird. Man könnte, 
wie ich noch hinzufügen will, auch daran denken, mit Hülfe 
von Gl, (305) zu beweisen, daß dies so ist; aber ein solcher 
formaler Beweis hätte, physikalisch genommen, keine Be- 
rechtigung, da ja das Superpositionsgesetz die ursprüngliche 
Erfahrungstatsache ist, die erst zur Aufstellung des Hookeschen 
Gesetzes und hiermit zu der Form der Funktion A geführt 
hat. Es ist daher richtiger, solche Scheinbeweise zu unter- 
lassen und sofort das Superpositionsgesetz als durch die Er- 
fahrung wenigstens für gewisse Körper unmittelbar gegebene 
Tatsache hinzunehmen. 

I^un betrachte mau einen Köi'per, der hinreichend gestützt 
ist, so daß er keine Bewegimg ohne Formänderung auszuführen 
verm^. An ihm mögen zunächst zwei Lasten P^P^ angreifen. 
Die Formänderung selbst und hiermit auch die ihr entsprechende 
Formänderangsarbeit läßt sich dann jedenfalls als eine Funktion 
dieser beiden Lasten aulTassen, so daß wir zunächst 

A^f{P,P^) (307) 

setzen können. Wir denken uns femer eine virtuelle Ver- 
schiebung voi^enommen, die auch dadurch wirklich zu Stande 
gebracht werden könnte, daß man die beiden Lasten um die 
willkürlichen Beträge dP, und äP^ anwachsen ließe. Dann 
hat man für SA den Ausdruck 
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Auch die Verseliiebimgeii der Aogrifispunkte von P( und 
Pj hängen unter diesen UmatÄnden von dP, und dP, ab und 
wenn wir die Projektionen der VerBchiebungswege auf die 
Richtungslinien von P, nnd Pj mit dy, und Spj bezeichnen, 
können wir 

Öyi = a,iJPi + aijdPj 

dy, = «„dP, -l-«,jtfP, 

setzen, wobei die Koeffizienten k nach dem Superpositiona- 

gesetze von Pj und Pg unabhängig sind. Es sind jene Größen, 

die im dritten Bande als „Einflußzahlen" bezeichnet wurden. 

Nachdem dÄ bereits berechnet ist, können wir das Prinzip 
der virtuellen Geschwindigkeiten in der Form der Gleichung 
(304) anwenden und erhalten 

P,(a„dP, + «„tfPj) + Pj(«ä,rfP3 + «siÖP,) - 

Da die ÖP, und ÖP^ unabhängig voneinander sind, zerfällt 
die Gleichung in die beiden anderen 



f =«,,/>, + «!, pj 



(308) 



Hieraus folgt zunächst, daß A eine Funktion zweiten Grades 
von P, und P^ ist, wenigstens wenn für den Körper das 
Superpoe itionsgesetz gültig ist, nach dem die a Konstanten 
sind. Unter der gleichen Voraussetzung erhält man durch 
nochmalige DifTerentiation aus den beiden Gleichungen 



— «31 and , ,-i-^yi 



d'A . 



und der Vergleich beider Werte miteinander liefert 

ß„ = «ai (309) 

d. h. den Maxwellschen Satz von der Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen. Die Verschiebungen von denen hier- 
bei die Rede iat^ sind natürlich keine virtuellen mehr. 
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Mit Berücksiclitigimg von 61. (309) folgt aus der ersten 
der üleicliungen (308) 

und der Wert aaf der rechten Seite stellt nach der Bedeutung 
der Koeffizienten a die Verscliiebnng y^ dar, die der Angriffs- 
punkt von P, in der Ricttung von P, bei der Formänderung 
zurückgel^^ liat, die durch die Lasten P^ und Pg hervor- 
gebracht wurde. Man hat daher den Satz von Gastigliano 
zonächat fQr den Fall von zwei Lasten 

dA . . dA 

gp—i/i und ebenso ^p^Vt- 

Wie man leicht sieht, läßt sich dieser Satz aber ebenso auch 
fBr den Fall von beliebig vieflen Last«n herleiten. An Stelle 
von Gl. (307) tritt dann 

^ = /'(P,Pj--P,--)- 
Die Projektionen der Verschiebungswege der Angriffspunkte 
der Lasten bei der durch die P bewirkten Formänderung sind 

j/i = a„P. + a„Pj + ■ ■ ■ + a,,P, -!--■■ 
usf. Denkt man sich nnr P^ um dP^ vermehrt, so wird 

8y^ = Oi^dP, 
und wenn man die Formänderung, die von tfP^ hervorgebracht 
werden könnte, ala eine virtuelle Verschiebung ansieht, findet 
man nach Gl. (304) nach Wegheben des gemeinschaftlichen 
Faktors tfP^ 

g^ = a.,Pi + ß,,P, + . . . + ß,,p^ + . . . 

oder unter Hinzunabme des Maxwellschen Satzes, dessen 
Gültigkeit dadurch nicht geändert wird, daß außer den beiden 
Lasten, für die er eine Aussäe macht, auch noch beliebig 
viele andere vorhanden sind, 

1^ - «„p, + «„p, + • . . + »„p, + . . . 
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wofür aucli kurz 

geBchriebeii werden kann. 

Damit ist genügend nachgewiesen, daß das Prinzip 
der virtuellen Geschwindigkeiten alle die einfacheren 
Sätze über die, Formänderungsarbeit, von denen im 
dritten Bande Gebrauch gemacht wurde, mit umfaßt, 
d. h. man sieht, um auf den im Eingai^e gebrauchten Ver- 
gleich zurückzukommen, wie man den größeren Geldschein in 
kleinere, wenn auch noch nicht in die kleinsten Münzen um- 
wechseln kann. Aber auch dafür soll sofort noch ein Beispiel 
gegeben werden, indem wir weiterhin einen auf Biegung 
beanspruchten Balken betrachten. 

In diesem Falle können wir einen näher bestimmten An- 
satz für die Formänderungsarbeit machen, als in dem vorigen 
allgemeineren Falle, bei dem wir uns mit der Feststellung be- 
gnügen mußten, daß A jedenfalls eine Funktion zweiten Grades 
der an dem Körper ai^reifenden Einzeliasten ist, während die 
in dieser Funktion auftretenden Koeffizienten a, die Einflufi- 
zablen nicht näher berechnet werden konnten, sondern un- 
bestimmt bleiben mußten. Unter Vernachlässigung des Bei- 
trags, den die Schubspannungen dazu liefern, ist die in einem 
Längenelement dx des Stabes aufgespeicherte Energie dÄ 

dÄ = -^Mdfp 

zu setzen, wenn mit M das Biegungsmoment und mit dip der 
zu dx gehörige Biegun^winkel bezeichnet wird. Für diesen 
hat man, wie aus den Lehren des dritten Bandes übernommen 
werden kann, 

Mdx 
^«P = -ES 

und wenn man hieraus M entnimmt, erhält man 

An Stelle des Biegungswinkels kann man auch den Krümmungs- 
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halbmesBer q der elastischen Linie einführen, womit der vorige 
Ausdruck übei^ht in 



dA = 



(iy^'örf^ 



oder schließlich unter der Voraussetzung, daS die Durch- 
bi^ungen y sehr klein sind, genau genug 

Jede der drei Formen von dA liißt sich dazu benützen, 
durch Integration über die ganze Stablänge von 3; -- bis 
X — l, die Formänderungsarbeit A zu berechnen. Gewöhnlich 
ist die letzte Form die bequemste und mit ihr wird 



'-T/(S)' 



dx. (311) 



Auch hier ist, wie in der allgemeinen Gleichung (301) 
A als eine Funktion der die Formänderung beschreibenden 
Größen dargestellt. Der Unterschied besteht in der Haupt- 
sache darin, daß in Gl. (311) die Integration über die Quer- 
Bchnittsfläche, die in Gl. (301) noch auszuführen war, bereits 
erledigt ist und daß die FormänderuDg darin ausschließlich 
durch die Ordinate y der elastischen Linie ausgedrückt ist. Um 
unmittelbar von Gl. (301) zu Gl. (311) gelangen zu können, 
müßte man wissen, wie die e^ usf. von der Gestalt der elastischen 
Linie abhängen. In Gl. (311) ist demgegenüber die Kenntnis 
schon verwertet, daß es genügt, die Bernouillische Annahme, 
daß die Querschnitte bei der Biegung eben blieben, für die 
Berechnung zu Grunde zu legen und die von den Schub- 
spannungen bewirkten Glieder y^^ usf. zu vernachlässigen. 

Wir wollen nun sehen, was sich mit Hülfe des Prinzips 
der virtuellen Geschwindigkeiten aus Gl. (311) weiter schließen 
lUßt. Dabei mt^ zunächst vorausgesetzt werden, daß der 
Balken, der auf beliebig vielen Stützen aufliegen kann, eine 
stetig verteilte Last trägt. Die Belastungsinteusität p kann 
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dabei eine sonst beliebig gegebene, vorläufig aber stetige 
Fnnktion von x sein. 

Wir unterwerfen den Balken einer virtuellen Verschiebung, 
durch die jedes y um ein dp vergrößert (oder bei negativem 
Vorzeichen von dy verkleinert) wird. Dabei ist öy als eine 
im übrigen willkürliche jedoch stetige Funktion von x zu be- 
trachten. Die virtuelle Verschiebung wird daher jetzt im 
G^ensatze zu den früheren Anwendungen nicht so ausgewählt, 
wie sie einer bestimmten Belastungsänderung entsprechen 
würde, sondern ganz willkürlich gelassen, mit dem Vorbehalte 
darüber später noch so verfügen zu können, wie es sich als 
nützlich herausstellen wird. 

Zum Balken elemente dx gehört eine Belastung pdx, die 
bei der virtuellen Verschiebung die Arbeit pdxdy leistet. 
Auf Grund von Gl. (304) erhalten wir daher jetat 



^;.,.. --«*/©■ 



= 



oder, wenn die Variation unter dem Integralzeichen vor- 
genommen wird, 

; I 

J'plSdx-E8f2.s'^,dx-0. (312) 

Für die weitere Verwertung der Gleichung wollen wir jetzt 
annehmen, daß sich die virtuelle Verschiebung, die ja ganz 
willkürlich angenommen werden darf, nicht über die ganze 
Balkenlänge erstrecke und daß namentlich an den beiden 
Enden nicht nur dy gleich Null ist (was schon w^en der 
bestehenden Auflagerbedingungen zutreffen muß, wenn wir 
vermeiden wollen, daß auch noch die virtuellen] Arbeiten der 
Auflagerferäfte in die Gleichung mit aufgenommen werden 
müssen), sondern daß auch ä -^, oder was dasselbe ist, ■ 
dort gleich Null bleibt. Dann läßt sich das letzte Iiitegi'al in 
der vorhergehenden Gleichung durch partielle Integration auf 
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eine andere Form bringen. Zunächst hat man 

CpL'^^dx - \p, ■'/n - fe ■'-''-ix. 

J dx* ax' Lax* dx Ja J ax' dx ' 

wobei das erste Glied auf der rechten Seite wegen der ge- 
wählten Grenzbedingungen Tersch windet. Indem man noch- 
mals eine partielle Int^^tion vornimmt, erhält man weiter 

Auch hier Terschwindet das erste Glied der ersten Seite und 
Gl. (312) geht damit aber in 



Jpäydx-F.»J^.lyd 



Jetzt lassen sich beide Integrale zu einem einzigen zusamme.i- 
fassen, womit man 



/(^ 



-£#^»Uj,rfx. 



erhält. Damit diese Gleichung für jede beliebige Wahl der 
Punktion üy erfüllt sein kann, muß aber der Faktor von Sy 
unter dem Integralzeichen an jeder Stelle x zu Null werden. 
Als Sehlußresultat der Betrachtang finden wir daher die 
Differentialgleichung der elastischen Linie in der 
Form 

Der Leser sieht natürlich ein, daß man zu diesem einfacheu 
Ergebnisse auf Grund der Lehren des dritten Bandes viel 
kflrzer hätte gelangen können; .aber wenn er daran denkt, daß 
es nicht ohne Umständlichkeiten abgeht, wenn man kleine 
Einkäufe mit Tausendmarks cheinen machen will, wird er sieh 
über die längere Auseinandersetzung, die hier nötig war, nicht 
weiter wundem. 
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Gleichung (313) läßt 9icli natürlich mit p = auch auf 
solche Stellen des Balkens anwenden, die unbelaetet sind. 
Wenn ferner an Stelle der statten Belastung, die bisher vor- 
ausgesetzt war, eine Belastung mit Einzellasten tritt, bleibt 
au den nnbelasteten Stellen 61. (313) mit p = bestehen, 
während an der Angriffsstelle der Einzellast j-^ einen Sprung 
macht, der auf Grund der vorhergehenden Formeln ebenfalls 
leicht angegeben werden kann. Es ist aber nicht nötig, dies 
noch weiter zu besprechen, da es sich jetzt nicht um eine 
Theorie des gebogenen Balkens handelt, die schon längst mit 
einfacheren Mitteln erledigt wurde, sondern nur um eine Aus- 
einandersetzung fiher die Art, wie man sich des Prinzips der 
virtuellen Geschwindigkeiten bedienen kann. 

Auf eine Aussage mag noch hingewiesen werden. Man 
kann sich nämlich mit einem Balten, der Einzellasten trägt, 
auch eine solche virtuelle Verschiebung vorgenommen denken, 
bei der die Angriffspunkte aller Einzellasten in Ruhe bleiben. 
Das würde darauf hinauskommen, daß man nur die zwischen 
den Lasten liegenden Balkenabschnitte beliebigen, aber stetigen 
Terbiegungen unterwirft. Jedem in dieser Weise erhaltenen 
Formänderungszustande entspricht ein bestimmter nach den 
vorhergehenden Vorschriften zu berechnender Wert der Form- 
änderungsarbeit A. Bezeichnet man die Änderung, die A 
gegenüber dem tatsächlich eintretenden Znstande durch dessen 
willtürlicbe unendlich kleine Abänderung erfährt, mit SA, so 
ist nach dem Prinzipe der virtuellen Geschwindigkeiten unter 
den angegebenen Umständen 

SA^O. 

Das ist die notwendige Bedingung dafür, daß der tatsäch- 
lich eintretende Zustand einem Minimum der Formänderungs- 
arbeit entspricht. Ich erwähne diese Anssage aber nicht, um 
sie wirklich zu empfehlen, sondern nur um zu zeigen, wie man 
sie, wenn man Wert auf diese Formulierung legt, richtig ab- 
geben kann. Die Bemerkung, daß der tatsächliche Zustand 
einem Minimum der Formändeiungsarbeit entspricht, besticht 
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durch ihre Kürze and Anschaulichkeit. Aber diese Kürze hat 
tindererseits den erheblichen Nachteil, daß die näheren Bedin- 
gungen, unter denen das Minimum eintritt, Ubeigangen und 
später vielleicht vergeseen werden, was natürlich zu Fehlem 
führen muß. 

Schließlich bemerke ich noch, daß ich das einfache Bei- 
spiel des gebogenen Balkens nur deshalb zur Erläuterung des 
Verfahrens bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen 
Geschwindigkeiten gewählt habe, weil man bei diesem be- 
kannten Gegenstande den Vorgang mit den geringsten Schwierig- 
keiten verfolgen kann. Es sieht nachher, da man nur Be- 
kanntes wiedei'findet, freilich leicht so aus, als wenn es sich 
nur um eine überflüssige Erschwerung einer an sich ganz ein- 
fachen Sache handle. Aber man bedenke, daß mau in derselben 
Weise, wie es hier gezeigt wurde, auch die Differentialglei- 
chungen für die Formänderung in weit verwickeiteren Fällen 
ableiten kann. Wenn ich an Stelle des Balkens etwa die 
gebogene Platte als Beispiel behandelt hätte, wäre die Betrach- 
tung zwar wegen des verwickeltereu Ausdrucks für die Form- 
änderungsarbeit etwas länger geworden als hier, aber nicht 
viel und sie hätte sich namentlich genau in deraelben Weise 
abgespielt. Die Mühe, die zur Ableitung der Differentialglei- 
chung der gebogeneu Platte auf diesem Wege aufeuwenden 
gewesen wäre, würde sieh dann kaum als größer herausgestellt 
haben, als jene, die zu deren Ableitung im zweiten Abschnitte 
auf Grund der Gleichgewichtabetrachtung am einzelnen Platten- 
elemente nötig war. Für die Dienste, die das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten in solchen Fällen, die im vorher- 
gehenden noch nicht besprochen worden sind, zu leisten ver- 
mag, werde ich übrigens im folgenden noch ein Beispiel geben. 

§ 44. Die Variation des Spannungssustandea. 

Der vorhergehenden Betrachtung läßt sich eine andere 
gegenüberstellen, die zwar sehr eng mit ihr verwandt ist, uns 
die Sache aber doch noch von einer ganz anderen Seite her 
kennen lehrt. 
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In § 42 hatten wir ans dafür entschieden, die Porm- 
änderungsarbeit A als Funktion der Formänderungagrößen 
£^ usf. darzustellen. Daran wurde auch bei allen Anwendungen, 
die wir im vorigen Par^raphen besprachen, festgehalten und 
zwar auch dann, wenn ea hieB, wir wollten uns die Form- 
änderungsarbeit als Funktion der Lasten P TOrstellen. Diese 
Aussage hatte nur den Sinn und konnte nur den Sinn liaben, 
daß die Formändeningsgrößen f^ usf. selbst von den Lasten 
abhängig sind, so daß, wenn wir sie uns in den Lasten aus- 
gedrückt und die Integration in Gl. (301) über das Volumen 
des Körpers ausgeführt denken, in letzter Linie eine Funktion 
der P herauskommen mußte. 

Jetzt wollen wir dagegen den entgegengesetzten Weg ein- 
schlagen und die zunächst durch Gl. (300) gegebene Form- 
änderungsarbeit ausschließlich als eine Funktion der Spannui^;s- 
größen 0, usf. mit Hülfe des Elastizitatsgesetzes darstellen. 
Wir setzen daher 

'■-i {"i~ ». - i (». + ". + «.)) i >■., - ff' 

usf. in Gl. (300) und erhalten damit nach einfacher Umformung 

^ - t/I "Sr« + '.' + ».') -■ „,£(». + '. + ».)' 

+ i ('„■ + '..' + ',."))''•'• (314) 

Dieser Ausdruck beruht, wie aus seiner Ableitung hervor- 
geht, auf dem Elastizitätf^eeetze und zwar in der besonderen 
Form des Hookeschen Gesetzes. Wir können uns aber weiter- 
hin darauf beschränken, die statisch unbestimmte Aufgabe 
ins Auge zu fassen, eine SpannungsTertellung aufzusuchen, 
die an jedem Volumenelemeute des Körpers Gleichgewicht 
herstellt Unter allen diesen statisch möglichen (nämlich vom 
Standpimkte der Mechanik starrer Körper aus gleich gut mög- 
lichen) Spannungs Verteilungen befindet sich auch jene, die tat- 
säclilich zu stände kommt, wenn der Körper dem Hooke- 
schen Gesetze folgt nud es fragt sich jetzt, wodui-ch sich diese 
vor den übrigen auszeichnet. 
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Zu diesem Zwecke denken wir uns irgend einen dnreh die 
Größen a^ üb f. gekennzeichneten statisch möglichen Spannungs- 
zustand unendlich wenig abgeändert um die im übrigen will- 
kürlichen Beträge So^ \xsi., die jedoch einerseits stetige Funk- 
tionen der Koordinaten xyz sein sollen und außerdem der Be- 
dingung entsprechen müssen, daß der abgeänderte Spannungs- 
zustand wieder statisch möglich ist, d. b. au jedem Yolumen- 
elemente Gleichgewicht herstellt. Dazu gehört, daß der durch 
die Größen Sä^ usf. bezeichnete Spannungszustand, der dem 
ursprünglich gegebenen übergelagert wird, selbst an jedem 
"Volumenelemente Gleichgewicht herstellt und zwar ohne daß 
dabei äußere Kräfte, weder Masseakräfte, noch Lasten an der 
Oberfläche mitwirken. Die Größen Öa^ usf. müssen daher den 
gewöhnlichen Gleichgewichtsbedingungen an einem Volumen- 
elemente entsprechen, von denen die erste lautet 

dSe 3*r„ Stfr 

und außerdem wollen wir sie, um sicher zu sein, daß das 
Gleichgewicht auch überall an der Grenzfläche aufrecht erhalten 
wird, ohne daß dabei äußere Kräfte mitzuwirken brauchen, der 
Bedingung unterwerfen, daß sie an der Grenzfläche überall 
zn Null werden*). 

Anstatt diese Variation des Spannungszustandes über den 
ganzen Körper zu erstrecken, können wir sie auch nur inner- 
halb eines beliebig abgegrenzten Teiles des Körpers vornehmen, 
wobei jedoch an den Fachen, mit denen dieses Stück an den 
Rest angrenzt, die Spannungsgrößen $6^ usf. bereits überall 
gleich Null sein sollen, damit wir sicher sind, daß an jedem 
Volumenelemente nicht nur des Teilstücks, sondern des ganzen 
Körpers Gleichgewicht besteht. 



") Man kann anstatt dieser eogeren Bedingting, wie leicht ersicht- 
lich, auch eine allgemeinere angeben, bei der die SpannungBvariationen 
am Rande nicht zu verachwinden braochen. Um nicht zu weitläufig zu 
werden, will ich aber darauf vor^nfig nicht eingehen. 
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Für den in dieser Weise liergea teilten neuen Spannunga- 
zustaud 0^ + Sc^ usf. kann die durch Gl. ("314) definierte OrÖße 
A ebenfalls berechnet werden. Sie anterscheidet sich von dem 
Werte für den durch tf^ uaf. beschrieb eueD Zustand um einen 
Betrag SA, der aus Gl. (314) gefunden wird zu 

SA ~f\ ™^+ ^- (tf,*tf^ + ö/ff^ + ff.da,) 

- ~{tf^ + ff,+ ff.)((Jff, + Sa, + Sa,) 

+ -öC^^s-^V + ^'-^^^ + 'y^V)! ''*'■ 

Das gilt zunächst unabhängig davon, ob der durch 0, usf. 
beschriebene Ausgangszustand jener war, der unter Voraus- 
setznng des Hoobeschen Gesetzes wirklich zu stände kommt, 
oder nicht. Nehmen wir aber an, daß er es war, dann läßt 
sich far SA auch schreiben 

SA=ß^ej6^ + 6^da^ + 6,äa, + Y^ST^^+y^,Sr^, + y^,ST^,)dv. 

Dieser Ausdruck läßt sich noch durch partielle Integratio- 
nen umformen, falls man voraussetzen darf, daß sich die e und 
y in den Differentialquotienten der Yeracbiebungen |)-/g aus- 
drücken lassen (vgl. hierzu § 46). Zunächst bat mau 






Der in der eckigen Klammer stehende Wert bezieht sich 
auf die Körpergrenzen, an denen wir aber Se^ verschwinden 
ließen und es bleibt daher 

fsjejv fl^^^^^ dv. 

In derselben Weise erhält man 
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uud entaprechend bei den übrigen Gliedern. Faßt man alle 
Glieder zusammen, so wird 

Die drei mit i behafteten Glieder in der Klammer liefern 
aber nach der vorher angeschriebenen Gleichgewichtsbedingung 
zwischen den Spannungen Ätf^ usf. zueammen den Wert Null 
und ebenso ist es mit den andern. Wir erhalten daher 

SA^O (315) 

als Beding ui^ für den tatsächlich eintretenden Spann ungs- 
zustand und, wenn man will, kann man das auch dahin aus- 
sprechen, daß für diesen der nach GL (314) berechnete Wert 
der Formänderungsarbeit zu einem Minimum wird. 

Um eine mißverständliche Äu£Fassung dieser Betrachtung 
nach Möglichkeit zu veihüten, muß ich noch einige Bemer- 
kungen beifügen. Zunächst ist zu betonen, daß das SA in 
Gl. (315) einen ganz anderen Sinn hat, als das 6A iu der gleich- 
lautenden Gleichung (306). In Gl. (306) wurden geometrisch müg- 
liche Form ändern ngszustän de miteinander verglichen, die dem tat- 
sächlich eintretenden unendlich nahe benachbart waren, während 
in Gl. (315) statisch mögliche Spanuungszustände miteinander 
verglichen werden. Die willkürliche Variation eines 
Spannungszustaudes, die nur der Bedingung der 
statischen Möglichkeit unterworfen ist, hat aber mit 
einer Variation des Formänderungszustandes, die geo- 
metrisch möglich ist, ohne den Zusammenhang des 
Körpers zu zerstören, überhaupt nichts zu tun. 

Um sich diesen sehr erheblichen Unterschied noch weiter 
klar zu machen, nehme man einmal an, der Körper sei in 
seine einzelnen Volumenelemente auseinander genommen und 
hierauf jedes einzelne so deformiert, wie es irgend einem nn 
sieh statisch möglichen Spannungszustande entspricht. Wenn 
man nachher versuchen wollte, die deformierten Volumenele- 
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meute wieder zu einem ganzen Körper ziiBammeiizusetzea, 
würde man ibemerken, daß dies nicht geht, weil die einzelnen 
Stücke nicht mehr zusammeopasBen. Das kommt daher, da& 
bei einer beliebigen Wahl des Spannungsznstandes a^ usf., 
der nur den Gleichgewichtabedingungen genügt, Formände- 
rnngen e^ naf. in den einzelnen Volumenelementen entstehen,, 
die sich nicht mehr als Differentiatquotienten von drei Funk- 
tionen |i]£ der Koordinaten darstellen lassen. An jedem Vo- 
lumen elemente entsprechen den sechs Spannungsgrößen auch sechs 
FormänderungsgTÖBen «jE^E.J'jyJ'ijJ'y!» "iie aaeh dem Elastizi- 
tätsgesetze daraus abzuleiten sind und im allgemeinen, d. h. 
bei beliebiger Wahl des Spannungszustaudes ist nicht zu er- 
warten, daß sich diese sechs Funktionen auf nur drei Funk- 
tionen |f;C zurückführen lassen, wie es sein müßte, wenn die 
Größen £ und y zu einer Formänderung ohne Zerreissnng des 
Znsammenhangs des ganzen Körpers gehören sollten. 

Bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen Geschwiny 
digkeiten betrachtet man virtuelle Formänderungen, also solche, 
die möglich sind, ohne den Zusammenhang des Körpers zu 
stören, verlangt aber nicht, daß die Spannungen, die sich 
auf Grund des Elastizitätsgesetzes für den abgeänderten Zu- 
stand berechnen ließen, eben&Ils den Gleiebgewichtsbedingungen 
an jedem Körperelemente entsprechen müßten. Im Gegensatze 
dazu wird von der Variation des Spannungszustandes, die in 
diesem Paragraphen betrachtet wurde, verlangt,, daß der abge- 
änderte Span nungszu stand den Gleichgewichtsbedingungen ebenso 
genügt, wie der ursprüngliche; dagegen wird nicht ver- 
langt, daß dieser Spannungszustand zu einer nach dem 
Elastizitätsgesetze daraus zu berechnenden Form- 
änderung gehöre, die geometrisch möglich wäre, 
ohne den Zusammenhang des Körpers zu zerreißen.. 
Je nachdem man sich für das eine oder andere Vorgehen ent- 
scheidet, die an sich gleichberechtigt sind, muß man di» 
Größe A entweder in den Formänderungsgrößen oder in den 
Spannungsgrößen, also nach Gl. (301) oder nach Gl. (314) 
ausdrücken. 
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Der wirklich eintretende SpauuuDgszuBtaDd untereeteidet 
eich von allen anderen Btatisch möglichen darin, daß er zu- 
gleich zu Formänderungen der einzelnen Volumenelemente 
führt, die miteinander verträglich sind und der wirklich ein- 
tretende FormänderungBzu stand unterscheidet sich von allen 
iinderen geometrisch möglichen dadurch, daß er zu Spannungen 
führt, die an jedem Yolumenelemente Gleichgewicht herstellen. 
Will man einen dieser Zustande mit einem unendlich benach- 
barten Tei^leichen, so muß man dabei notwendig entweder die 
«ine Bedingung fallen lassen, daß der neue Zustand auch 
wieder unter Hinzunehmen des Elastizitätsgesetzea den Gleich- 
gewichtsbedingungen genügen soll oder die andere Bedingung, 
daß der dazu berechnete Formänderungsznstand geometrisch 
möglich sein soll, ohne den Zusammenhang aufzuheben. 

Hoffentlich genügt dieee ausführliche Darlegung, um den 
gelehrten Kritikern, die die Richtigkeit meiner früheren Ver- 
öffentlichung dieser Betrachtungen in der zweiten Auflage des 
dritten Bandes bestritten hatten, jetzt jeden Zweifel darüber 
zu nehmen. 

§ 45. Beispiele für die Anwendung des Satzes vom 
variierten Spannungssustaade. 
Mau betrachte irgend eine statisch unbestimmte Tragkon- 
-stmktion, etwa einen beiderseits eingespannten Bogen träger. 
Dabei sollen aber in die Tr^konstruktion auch die Widerl^er 
oder Pfeiler und alle Teile der Erde mit eingerechnet werden, 
in denen sich die durch die Belastung der Tragkonstmktion 
hervorgerufenen Spannungen noch be merklich machen. In- 
dessen steht es, wenn man die Aufgabe dadurch vereinfach(in 
will, auch frei, gewisse Teile, z. B. die Widerlj^er oder die 
Erde als starr vorauszusetzen. Das geschieht dadurch, daß 
man annimmt, die betreffenden Teile wären aus einem Stoffe 
hergestellt, für den die Elastizitätskonstanten JE und G als 
unendlich groß betrachtet werden könnten. Dann tragen diese 
Teile zu der gesamten nach Gl. (314) berechneten Formände- 
Tungsarheit nichts bei. 
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Handelt es sich am einen eingespannten Bt^enträger, so 
denke man sich einen Querschnitt gelegt und alle Spannungen, 
die in diesem Querschnitte übertragen werden, zu einer durch 
den Schwerpunkt gehenden RestiltJerenden und einem resul- 
tierenden Kräftepaare zusammengesetzt. Die beiden Kompo- 
nenten der Besul tierenden und das Moment des Kräftepaars 
sind unbekannt nnd sie werden in der Theorie der Tragkon- 
struktionen als die statisch unbestimmten Größen des Problems 
der Spann ungaermittelung bezeichnet. In anderen Fällen wird 
man andere Größen angeben können, die dieselbe Bezeichnung 
verdienen. Durch diese Bezeichnung soll nämlich ausgesprochen 
werden, daß auch für alle anderen Querechnitte die Resul- 
tierende aller Spannungen und das Moment ihres Kräftepaars 
nach den Lehren der Statik starrer Körper angegeben werden 
können, sobald die statisch unbestimmten Größen auf irgend 
einem Wege ermittelt sind. Außerdem wird durch den Ge- 
brauch dieser Bezeichnung auch noch die stillschweigende 
Voraussetsang eingeführt, daß man genau genug, adso z. B. 
nach den gewöhnlichen Biegungsformeln usf. die Spannungen 
an jeder Stelle anzugeben verm^, nachdem die Biegungs- 
momente usw. bekannt geworden sind. Hiermit laßt sich auch 
die Formänderungsarbeit entweder unmittelbar nach Gl. (314) 
oder wenigstens nach irgend einer vereinfachten Formel be- 
rechnen, die man sich aus Gl. (314) etwa durch eine Integra- 
tion Ober den ganzen Querschnitt usf. heryorgegangen denken 
kann. In dem Ausdrucke für die Formändemngsarbeit, den 
man auf diese Weise gewinnt, kommen als unbekaimte 
Größen nur noch die statisch unbestimmten Größen des Pror 
fal^ns vor. Wenn man Über die elastischen Eigenschaften 
des Materials nichts wüßte,, hätte man auch kein Mittel, um 
diese Größen zu bestimmen; maq könnte jeder von ihnen 
einen beliebigen Wert heilten und käme damit zii einem 
Spannungszustande der ganzen Konstruktion, der alle Gleich- 
gewichtsbedingungen der Statik ' an jedem Volumenelemente 
befriedigte, dabei aber nicht mehr und nicht weniger Wahr- 
scheinlichkeit für sein Eintreten hätte, als jeder andere, der 

FOppI, £luCiiiUtith«acle. 19 
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dtirch eine andere WaM der statisch anbestimmten Größen 
bedingt wäre. 

Hier liegen, wie man sieht, alle Voraussetzungen ftir die 
Anwendung des durch Ol. (315) ausgesprochenen Satzes vor, 
fall» man weiß, daß alle Stoffe, ans denen sich die Tragkon- 
struktion zusammensetzt, dem Hookeacben Elastizität^iesetze 
gehorchen. Bezeichnet man die statisch unbestimmten Größen 
mit X^, Xj usf., so kann man von dem tatsächlich eintreten- 
den Spannungszu stände zu einem ihm unendlich nahe benach- 
barten gelangen, der ebenfalls statisch möglich ist, indem man 
die X um beliebige Werte SX^, 8X^ usf. ändert. Das zu- 
gehörige dA kann durch Differentiationen an dem bereits als 
Funktion der X dargestellten Ausdrucke tob A erhalten 
werden zu 

und damit Gl. (315) für jede beliebige Wahl von dX, oder 
dXg usf. erfüllt ist, muß man 

setzen. Dadurch erhält man so viele Gleichungen als statisch 
unbestimmte GrÖfien vorkommen und diese werden daraus 
durch Auflösung der Öleichongen nach den Unbekannten 
gefunden. 

Hier schote ich noch die Bemerkung ein, daß der Tariierte 
Spannongszustand freilich im allgemeinen die bei der Ableitung 
von Gl.(315) zunächst eingeführte engere Bedingung äe^-^O usf. 
an den Grenzen nicht erfüllt, wohl aber die weitere Bedingung, 
die zur Gültigkeit der Gl. (315) auch schon hinreicht, daß 
nämlich die Spannungen äe^ nsf an den Grenzen mit dem 
Umstände verträglich sind, daß keine weitere Lasten an den 
Grenzflächen hinzukommen. Dies geht aus dem Vergleiche der 
sich auf die Grenzen beziehenden Glieder mit den GL (7) des 
dritten Bandes (S. 26 der dritten Aufl.) hervor, 

DieGleichungen(316)8inddieGleichui]gen von Gastigliano 
zur Bestimmung der statisch unbestimmten Größen. Der Satz 
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von der Variation des Spannungezustandes ist daher 
die allgemeinste Fassung, die man diesem Gastigliano- 
Bchen Satze geben kann. Auch das Prinzip der rirtuelleu 
Geschwindigkeiten umfaßte, wie in § 43 gezeigt wurde, die 
gewöhnlich benutzte Aussage des Gastiglianoschen Satzes. 
Hier aber, wo wir nicht den Formändemngszustand, sondern 
den Spannungszustand variieren, ist der Zusammenhang viel 
enger und unmittelbarer. 

Als weiteres Beispiel für die Anwendung von Gl.. (315) 
betrachte ich den Spannungszustand in einer Scheibe. Dieser 
wurde schon im zweiten Abschnitte in § 8 untersucht und es 
wurde nachgewiesen, daß die Aufgabe der Spannnngaermitte- 
lung Ton der Integration der Differentialgleichung (53) ftlr 
die Spanuungsfunktion F abhängt. Hier soll gezeigt werden, 
daß man zu demselben Ergebnisse auch auf Grund des Satzes 
Tom variierten Spannungszustande oder mit anderen Worten 
auf Grand des C as t igli an o sehen Satzes in seiner allgemein- 
sten B'assung gelangt Der Nachweis ist hier freilich weniger 
einfach als früher; er soll aber dazu dienen, den genannten 
Satz gehörig zu beleuchten, damit man sieht, wie er in solchen 
Fällen richtig anzuwenden ist. 

Der Spannungszustand der Scheibe soll jetzt nur durch 
Lasten hervorgebracht sein, die am Umfange angreifen. Setzt 
man dann, wie in den Gl. (49) und (60) 

SO ist damit an jedem Scheibenelement Gleichgewicht herge- 
stellt Dabei kann zunächst F eine willkürliche (stetige) Funk- 
tion der Koordinaten sein, die nur die Grenzbedingungen am 
Umfange zu erf^len braucht. Setzt man diese Werte in Gl. 
(314) ein, so erhält man für die Formänderungsarbeit 
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Für SA erhält man d&miis durch Vornahme der Variation 
unter dem Integralzeichen und Znsammenziehen der Glieder 

F pVF0'#F\_ 1 /d^F d'SF 8*Fd'SF \ 

l d'F _d*8F\^^ 
' G cxiiy dxbyS 
Die einzelnen Glieder, in die sich das Integral zerlegen 
läßt, kann man durch eine partielle Integration umformen, wie 
am ersten Gliede gezeigt werden soll. Bezeichnet man die 
konstante Scheibendicke mit h, setzt also dv = hdxdy, so 
wird 

Cd*F d^SF , , /", {"c'F o^SF , 

■ J w-:ö.' ^' - V ^V s^' ■ ^^'-^'^ 

Das in eckigen Klammem stehende Glied bezieht sich auf 
die Grenzen und es verschwindet, wenn wir die willkflrliche 
Variation von F und hiermit des Spannungszustandes der Be- 
dingung unterwerfen, daB sich am Rande der Scheibe nichts 
darin ändern soll. Ferner hat man 

J tfx' dx Lex' _l J dx* 

Auch hier verschwindet das sich auf die Grenzen beziehende 
Glied und im ganzen wird daher 



J dx* dx* J dx* 



In derselben Weise lassen sich auf alle übrigen Glieder 
von dA umformen. Nachdem dies geschehen ist, kann man 
die Glieder unter Beachtung des zwischen den Elastizitätskon- 
stanten E, G und m bestehenden Zusammenhanges zusammeu- 
ziehen und findet 



SA- 



i/(S+^+^Ä.|*"«- 



Bei dem wirklich eintretenden Spannungszustande muß 
SA nach Gl. (315) fttr jedes willkürhche SF zu Null werden. 
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Das ist nur möglich, wenn F an jeder Stelle der Bedingung 

genügt. Das ist aber die früher in einfacherer Weise abge- 
leitete Gl. (53). Wir sind' dabei freilich zu keinem neuen Er- 
gebnisse gelangt; die Betrachtung sollte vielmebr nur dazn 
dienen, die Anwendung des Satzes vom variierten Spannungs- 
zustande zur Ableitung der Differentialgleichungen zu lehren, 
denen die den Spannungszustand beschreibenden GröBen ge- 
nügen müssen. 

§ 46. Die Elgenspannungen. 

Als EigenBpannnngen bezeichnet man jene Spannungen, 
die in einem Körper auftreten können, wenn gar keine Lasten 
an ihm angreifen. Auch die Wärmespannungen gehören nach 
dieser allgemeinen Definition zu den Eigenspannungen. Ge- 
wöhnlich meint man aber, wenn von den Eigenspannui^en 
die Rede ist, nur solche Spannnagen, die nicht durch Tempe- 
raturunterschiede zwischen den einzelnen Teilen des Körpers 
verursacht sind, sondern auch im „natürlichen Zustande" des 
Körpers fortbestehen. Als der „natürliche" Zustand des Körpers 
ist dabei jener bezeichnet, bei dem alle äußeren Ursachen zum 
Auftreten von Spannungen, also sowohl Lasten als Temperatur- 
unterschiede beseitigt sind. 

Diese Eigenspannnngen im engeren .Sinne, von denen 
weiterhin die Rede sein soll, haben ihren Entsteh ungsgrnnd 
in dem Vorgange bei der Herstellung des Körpers. Wenn 
der Körper ein Gußstück ist, werden sie auch als „Gußspan- 
nungen" bezeichnet und sie sind in diesem Falle darauf 
zurüekzuführeu, -daß es nicht möglieh ist, die Würmeabführung 
nach dem Einfüllen des flüss^en Metalls in die Gußform ge- 
nau BO zu r^eln, daß der Körper durch die ganze Masse 
hindurch gleichzeitig erstarrte. Mit dem Erstarren sind Volu- 
meuänderungen verbunden, die nicht mehr ui^ehindert vor 
sich gehen können, wenn z. B., wie es gewöhnlich der Fall 
sein wird, ein äußerer Mantel bereits erstarrt ist, während der 
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innere Kern noch flüssig ist und erst zu erstarren beginnt. 
Aber aucb bei einem Schiniedestück, dessen Teile während dea 
Schmiedens nicht auf völlig gleicher Temperatur gehalten 
werden könnän und bei dem auch nicht alle Teile während 
des Schmiedens die gleiche Formänderung erfahren können, 
läßt sich nicht vermeiden, da& das fertige Stack nach seiner 
Abkühlung in Eigenspaunungea versetzt ist. 

Die GuBspannungen sind zuweilen so hoch, daß das Guß- 
stück nach dem Abkühlen von selbst oder unter ganz geringen 
Lasten oder auch unter dem Einflüsse einer geringen einseitigen 
Erwärmung, wenn es z. B. in der Sonne liegt, plötzlich zer- 
springt. Eine der Hauptsorgen des Gießereiingenieurs besteht 
darin, durch geeignete Formgebung des Gußstücks, sofern er 
Auf diese einzuwirken vermag, sowie durch eine passende 
Begelnng des AbkUhlungsvorgangs auf eine Vermiuderung der 
Gußspannungen hinzuwirken. Auch nachdem ein Stück durch 
6ießen oder durch Schmieden hergestellt ist, vermag man noch 
durch geeignete Mittel die Eigenspannungen nachträglich 
herabzusetzen; insbesondere durch wiederholtes Ausglühen. 
Auch häufig wiederholte Erschütterungen bringen mit der Zeit 
eine TJmlagerung jn dem molekularen Aufbau des Körpers 
herbei, durch die eich der Zwang, der sich in den Eigenspan- 
nungen ausspricht, allmählich ausgleicht. 

Das einfachste Mittel, um sich auf eicperimen- 
tellem Wege davon zu überzeugen, ob in einem Kör- 
per Eigenspannungeu von merklichem Betrage vor- 
kommen, bestellt darin, daß man den Körper in meh- 
rere Teile zerschneidet. Wenn der Körper im natürlichen 
Zustande spannungsfrei war, erfahren die Teile nach dem 
Zerschneiden keine Formänderung, während man im anderen 
Falle aus der Größe und Art der Formänderung einen Rück- 
schluß auf die Eigenspannungen ziehen kann, die vorher, als 
der Körper noch zusammenhing, durch die Schnittfläche hin- 
durch übertragen wurden. 

Wie man sieht, handelt es sich bei den Eigenspannungen 
tHu einen sehr wichtigen Gegenstand, der aber im Verhältnisse 
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ZU seiner Wichtigkeit bisher nar sehr geringe Beachtang in 
der Theorie gefunden hat Wenigstens die Ingenieure, die 
sich auf Grund ihrer Erfahrungen meistens eine ganz zu- 
treffende Auffassung von den EigenBpannui^en gebildet haben, 
haben sich um deren theoretische Auseinandersetzung kanrn 
gekümmert. Schlimmer noch steht es mit den Theoretikern, 
die sich mit der Frage zwar beschäft^t haben, aber durch den 
Mangel einer richtigen physikalischen Auffassung auf ganz 
tische Wege geführt wurden. Noch bis in die jöngste Zeit 
hinein konnte man theoretische Arbeiten sehen, durch die be- 
wiesen werden sollte, daß entweder — wie früher — in einem 
Körper überhaupt oder doch — wie späterhin — in einem 
Körper, der einen einfach zusammenhängenden Kaum einnimmt, 
Überhaupt keine Eigeaspanonngen auftreten könnten. Mir 
selbst ist es z. B. von einem mathematischen Kritiker Torge- 
worfen worden, daB ich im dritten Bande meiner Vorlesungen 
bei der Behandlung der Eindeutigkeit der Lösung des Elasti- 
ziläUproblems (§ 69 der dritten Aufl.) den Üblichen Schein- 
beweis dafür, daß keine Eigenspannungen möglich seien, nicht 
aufgenommen habe. Da ich in erster Linie für Ingenieare 
schreibe, bei denen ich bisher noch kaum jemals grundsätzlich 
falsche Anschauungen über die Eigenspannungen bemerkt 
habe, konnte ich es als eutbehrlich ansehen, eine Ansicht 
ausdrücklich zu widerlegen, die von meinen Lesern auf den 
ersten Blick als unrichtig erkannt worden wäre. 

Da die Eigenspannungen von dem besonderen Vorgänge 
bei der Herstellung durch Gießen, Schmieden, Walzen, Härten, 
Betonieren (dies namentlich bei der Herstellung des sogenannten 
armierten Betons) uaf. abhängig sind und hierüber in den 
meistei] Fällen aus den besonderen Erfahrungen der mit 
solchen Arbeiten Beschäftigten nichts zur allgemeinen Kennt- 
nis gekommen ist, muß ich mich hier in der Hauptsache mit 
einer Erörterung der allgemeinen Eigenschaften des Systems 
der Eigenspannungen begnügen. Dazu eignen sich besonders 
die in diesem Abschnitte besprochenen allgemeinen Sätze, so 
daß ich den Gegenstand an diese unmittelbar angeschlossm habe. 
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Vor allem gilt für die Eigensp&Dnvmgeu die Gleichang 

falls diese im Sinne von Gl. (306) veretanden wird, d. h. wenn 
das Zeichen S sich auf eine (mit dem Znsammenhange des 
Körpers verti^liche) virtuelle Formänderung bezieht. Um 
dies noch deutlicher hervortreten zu lassen, schreiben wir da- 
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Äußere Kräfte kommen immlich au dem Körper nicht 
Tor, so daß das sich in Gl. (305) auf sie beziehende Glied 
fortfällt. Im übrigen aber hat sich gegenüber der Unter- 
suchung, die zu Gl, (305) fahrte Überhaupt nichts geändert. 

Ajiders ist es dagegen mit der Gleichung SA =^ im 
Sinne von Gl. (315), bei der sich das Zeichen tf auf eine 
Variation des Spannirngszustandes bezog. Diese Gleichung 
verliert bei den Eigenspannnngen ihre Gültigkeit. 
Das folgt daraus, daß bei der Ableitung von Gl. (315) voraus^ 
gesetzt wurde, daß sich die FormänderungsgrÖßen e^ usf. durch 
die DifFerentialquotienten der Verschiebungen |^£ nach den 
Koordinaten darstellen ließen. Das trifft aber hier nicht zu. 
Wir sind daher zunächst ausschließlich anf GL (318) ange- 
wiesen. 

Wenn wir freilich willkürlich voraussetzen, der Korper 
ließe sich durch eine virtuelle Formänderung in einen 
Zustand bringen, bei dem alle s und y gleich Null sind, dann 
läßt sich aus Gl. (318) der Schluß ziehen, daß dieser Zustand 
der natürliche Zustand des Körpers ist, d. h. daß keine Eigen- 
spannungen in ihm auftreten können. Das folgt nämlich 
diuraus, daß unter dem Integralzeichen von Gl. (318) eine 
Summe von Quadraten steht, so daß die Variation des Integrals 
stets negativ ausfallt, wenn wir von einem durch die Größen 
e^ usf. beschriebenen Zustande zu einem den Größen as^, as^ 
usf. entsprechenden übergehen, worin a einen echten Bruch 
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bezeichnet Die Gleichung SA = kann daher nur erfüllt 
sein, wenn alle £ und y Null sind. 

Durch diese oder eine ähnliche SchluBweise kann 
aber natürlich nicht bewiesen werdeu, daB überhaupt 
keine Eigenspannungen in einem Körper vorkommen 
könnten. Denn der Übergang von dem Zustande e^ usf. 
zu dem Zustande ae^ usf. stellt im allgemeinen keine virtuelle 
^om^derung dar, d. h. keine Formänderong, die ohne Störung 
des KÖrperzuaammenhanges möglich wäre. Das tiifit nur zu, 
wenn sich die Größen s^ usf., die sich auf den Ausgaugs- 
zustand beziehen, in den Differentialquotienten von drei Funk- 
tionen |i}£; ausdrucken lassen; im allgemeinen Falle also Über- 
haupt nicht, sondern nur ausnahmsweise. 

Um dies zu erkennen, denke man sieh den. Körper in 
seine einzelnen Yolumeneleioente zerschnitten und auseinander- 
genommen. Dann hört für jedes Volumenelement der Zwang 
auf, der vorher durch den Zusammenhang mit dem übrigen 
Körper ausgeübt wurde; es erfähiii dann Streckungen in den 
drei Ächsenrichtungen und Winkeländerungen, die ebenso groß 
aber von entgegengesetzten Vorzeichen sind, wie die in Gl. 
(318j vorkommenden e und y und es wird dadurch in seinen 
natürlichen Zustand Übergeführt. Ausnahmsweise ist es dann 
möglich, die einzelnen Volumenelemente in diesem Zustande 
wieder so wie vorher aneinander zu reihen, so daß sie ohne 
Lücken aufeinander passen. Wenn dies aber möglich ist, so 
kann man zu dem Endzustande auch dadurch gelangen^ daß 
man vom Ansgangszustande aus jedem Punkte des Körpers 
eine Verschiebung mit den Komponenten |f;g erteilt, die 
stetige Funktionen der Koordinaten sind. Im anderen, d. h. 
im allgemeinen Falle geht dies dagegen nicht. 

Durch die vorstehenden Belnerkungen ist zugleich 
noch genauer definiert, was unter den Formände- 
rungsgröBen s und y bei einem Körper, der im natür- 
lichen Zustande mit Eigenspannungen behaftet ist, 
verstanden werden muß. 
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Führen wir in QL (318) die Variation unter dem Integral- 
zeichen aus, BO erhalten wir 

I j 2e^da^ + 2e/ej, + 2e,Se, + ^i j (*«« + Se^ + Ss,) 

Darin beschreiben die Si^ usf. in dem schon oft erörterten 
Sinne eine „Tirtuelle" Formänderung und sie müssen sich da- 
her in den Differentialquotienten Ton drei Funktionen der 
Koordinaten, nämlich von tfg, dij, ii% auedrücken lassen, 
während dies Ton «, usf. nicht gilt. Setzen wir also 

. 234,9*1 . e*|,9*E „ Sät, aas 

80 gebt die vorhergehende Gleichung Qber in 



/((^..+„!t.)^+K+=£.)^+^ 









+^.e+^)w«-« 



/IK 



Wenn wir die willkürlichen Funktionen S\, Sij, tf£ weiter- 
hin der Bedingung unterwerfen, daß sie überall an der Körper- 
oberöäche zn Null werden sollen, läßt sich jedes der Glieder, 
in die sich das Integral zerlegen läßt, durch eine partielle 
Integration umformen, , wie das schon im vorhergehenden 
mehrmals geschehen war. Man erhält dann z. B. 

usf. Dadurch gebt die Gleichung dÄ = über in 

Damit diese Gleichung für jede Wahl der S^, Stj, ö^, 
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die wir nun noch treffen können, erfdllt Bei, mfissen an jeder 
Stelle des Körpers die Gleichimgeu 

^2 V ' ' tn — 2/ ' dx ' dy ' 

beBtehen. Man hätte diese Gleichungen übrigens auch dadurch 
erhalten können, daß man in die Crleicbgewichtsbedinguiigea 
zwischen den SpannungBkomponenten mit Hülfe des Elastizi- 
tätsgesetzes die FormänderungsgröBen eingeführt hätte. Sie 
treten an die Stelle der „elaatischeu Grundgleichungen" für den 
Fall, daß sich die s und y nicht in den Differentialquotienten 
Ton iri^ ausdrücken lassen. 

Durch die drei Gleichungen (319) eiad die sflcha unbe- 
kannten Funktionen c und y natürlich nicht beBtimmt. Das 
liegt in der Natur der Aufgabe, da die EigenapanDUDgen und 
die ihnen entsprechenden Fomänderuugea von den besonderen 
Bedingungen bei der Bearbeitung deB Körpers abbSngen. Sie 
können daher erst ermittelt werden, wenn hierbei nähere An- 
. haltsp unkte vorliegen. 

Wir wollen jetzt femer annehmen, daß ein mit Eigen- 
spannungen behafteter Körper einer Belastung ausgesetzt werde. 
Dadurch kommen weitere Spannungen hinzu, die zur Unter- 
scheidung von jenen als Lastspannungen bezeichnet werden 
mögen. Es handelt sich um die Entscheidung der 
Frage, ob nnd wie das elastiBclTe Verhalten des Kör- 
pers gegenüber den Lasten von dem Bestehen der 
Eigenspannungen abhängig ist. 

Diese Frage läßt sich mit Hülfe des Prinzips der virtuellen 
Geschwindigkeiten leicht beantworten. Die durch die Lasten 
hervorgebrachten Formänderungen seien mit e^ usf. bezeichnet, 
wodurch die gesamte Formänderung gegenüber dem natürlichen 
Zustande eines aus dem Verbände herausgenommenen einzelnen 
Volumenelementes auf die durch die Größen e, + s' usf. 
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beschriebeDe ansteigt. Nehmen wir, nachdem der ganze Körper 
in den neuen Zustand gebracht ist, eine virtuelle Formände- 
rung SeJ usf. mit ihm vor, so ist nach der das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten aussprechenden Gleichung (305) 

+ (n. + n;)')]dc-o. 

Daraus folgt durch Vornahme der Variation unter dem 
Integralzeichen unter Beachtung, daß die Variation von £^-\- sj 
einfach SeJ ist, 

+ 2(« + e') ~r2 + iY.v + y^»)^yl, + (y^. 
+n,Hn= + (y,.+yy.)^y^.]^v~*^- 

Wir wissen aber bereits, daß die Summe der Glieder, die 
sich auf die mit den Eigenspaanungen verbundenen Form- 
änderungsgrößen e^ usf. beziehen, nach Gl. (318) für sich zu 
Null wird. Daß sie hier mit di^ usf. anstatt mit Se^ usf. 
multipliziert sind, macht lümlich nichts aus, da damit jeden- 
falls, wie die Bezeichnung sonst auch lauten mag, eine will- 
kürliche virtuelle Formänderung geraeint ist. Nach Wegheben 
dieser Glieder bleibt daher 

^^SS-f[2eJSsJ + 2s;de; + 26;dt,'+2e'^^^+Y^^Sy;:^ 

+ yjj ^yj= + y^i * y^', [ rf« = o. 

Das ist aber genau dieselbe Gleichung, die auch erfüllt sein 
raäßte, wenn in dem Körper gar keine Ei gen Spannungen vor- 
kämen. Da femer aus der Gleichung des Prinzips der vir- 
' tuellen Geschwindigkeiten ^e übrigen ^Ziehungen der Elasti- 
zitätstheorie abgeleitet werden können, so gelangen wir damit 
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ZQ dem bemerkenswerten Satze, daß die Eigenspannungen 
ohne Einfluß auf das elastische Verhalten des Kör- 
pers gegenüber einer Belastung sind. 

Dieser Satz gilt unter der Voraussetzung des Hooke- 
scheu Elastizitätsgesetzes, d. h. auch bei den Eörpem, die dem 
Hookesohen Gesetze im übrigen gehorchen, nur so lange, als 
die Proportdonalitätsgrenze des Materials nicht überschritten 
wird. Dagegen wird diese Grenze durch gegebene Lasten um 
so eher überschritten, je größer die Eigenspannui^en sind. 

Durch einen Belastungsversncb kann man daher 
das Bestehen von Eigenspannungen nur dadurch fest- 
stellen, daß eine Überschreitung der Elastizitätsgrenze 
früher eintritt, als wenn sie fehlen. 

Wenn mau einen Probestab aus einem zähen Metalle in 
einer Festigkeitsmaschine abreißt und hieranf versucht, die 
Bruchstücke wieder zusammenzupassen, bemerkt man, daß dies 
nicht möglich ist. Darans darf aber nicht der Schluß gezogen 
werden, daß in dem Probestabe ursprünglich Überhaupt Eigen- 
spannnngen oder gar von so hohem Betr^e, wie sie aus dem 
sehr mangelhaften Passen der Bruchstücke gefolgert werden 
könnten, vorhanden gewesen wären. Das ließe sich nur bei 
einem vollkommen spröden Metalle schließen d. h, dann wenn 
die Bmcbgrenze mit der Elastizitätsgrenze zusammenfiele. Bei 
dem zähen Metalle beweist das mangelhafte Zusammenpassen 
der Bruchstücke nur, daß unmittelbar vor dem Bruche Eigen- 
spannungen von großem Betr^e vorbanden waren, also Span- 
nungen, die anch weiterbin geblieben wären, wenn man den 
Versuch unmittelbar vor dem Bruche unterbrochen und den 
Stab entlastet hätte. Diese Eigenspannungen entstehen aber 
erst während des Streckens des Stabes unter der Last, das 
nicht gleichmäßig über den ganzen Querschnitt erfolgt. Läßt 
man den Stab, nachdem er in diesen Zustand gebracht ist^ 
längere Zeit liegen, so verlieren sich die Eigenspannungen 
teilweise wieder in Folge von Umlagenmgen im molekularen 
Aufbau des Körpers. Das geht nämlich aus der Erfahrung 
hervor, daß das elastische Verbalten eines Körpers, der bis 
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zur Streckgrenze oder darüber hinaus belastet war, verBchieden 
ist, jenacbdem man den Körper nach dem ersten Versncba 
längere oder kürzere Zeit liegen läßt, eke man ihn Ton nenem 
prUft. Biese „Relaxation", wie man die Erscheinung zuweilen 
nennt, erstreckt sieb Über Wochen und bei größeren Stücken 
seihst über Jahre hinaus. Auf Grund der Formeln der 
Elastizitatstheorie, die sieh auf das Hookesche Gesetz stützen, 
läßt sie sich natürlich nicht weiter verfolgen. 

Eine nicht unwichtige Aufgabe wäre es, die Eigenspan- 
ntmgen zu ermitteln, die in einem gebogenen Stabe zorück- 
bleiben, der eine bleibende Yerbiegung erfahren hat. Man 
könnte ihrer Lösung einerseits auf theoretischem Wege unter 
Zugrundelegung des für das betreffende Material gültigen Deh- 
nungsdiagramme naher kommen und andererseits auch auf 
experimentellem Wege, indem man z. B. den Stab in der Mitte 
roraicbtig zerschneiden imd die nach Lösung des Zusammen- 
hangs eintretende Formänderung der Bruchstücke mit Hülfe 
von FeinmesBUDgen feststellen würde. Nach dieser Richtung 
hin, wie überhaupt auf dem Gebiete der Eigenspannungen ist 
bisher noch fast nichts geschehen und junge Ingenieure, die 
nach dem Thema für eine Doktorarbeit suchen, dürften hier, 
wie in so manchen anderen Teilen der Festigkeitslehre, die in 
diesem Bande zur Besprechung gelangten, ein ganz dankbares 
Arbeitsfeld finden. 

§ 47. aoBspaimungen In einer Engel. 

Als einfachstes Beispiel für die Anwendung der vorher- 
gehenden Lehren betrachte ich hier einen kugelftjrmigen Kör- 
per, der so beigestellt wurde, daß man eine vollkommene 
Symmetrie seines Zustande» um den Mittelpunkt herum voraus- 
setzen darf. Bas wird man z. B. bei einer gegossenen Kugel 
genau genug annehmen dürfen, wenn bei der Anordnung der 
Gußform Rücksicht auf eine mißlichst gleichförmige Abkühlung 
nach allen Seiten hin genommen wurde. 

Wegen der vorausgesetzten Symmetrie läßt sich der 
Spannungszustand nach dem Erkalten, also jm natürlichen 



3vGooglc 



§ 47. OuSspumimgen in einer Kugel. 305 

(ande dea Körpers durcli eine Spannung ff, in radialer 
atong nnd eine Spannung ff, in tangentialer Richtung be- 
■eiben, die nur Funktionen des Abstsodes r rom Eugel- 
:elpuiikte sind.. Ebenso wird der Fommndenmgszustaud 
^ zwei Funktionen e^ und e, beschrieben, die mit «^ und 
a dem Znsammenhange 

en. Für die Forn^nderungsarbeit erhält man nach GL 
.), indem man fBr f„ e^ und e, die Hauptdehnungeo e^ 
8, einsetzt, womit die y tu Null werden, und hierauf die 
gration über eine £ugelschale Ton der Dicke dr ausfahrt, 
luf noch die weitere Integration nach r von bis zum 
;reD Eugelhalbmesser a vorzunehmen ist, 



-/l 



,,' + 2«; + ^-^ (., + 2,,y] i^r'dr. (320) 

Behufs Anwendung dea Prinzips der virtuellen Geach windig- 
en unterwerfen wir den Körper einer virtuellen Verschiebung, 
der sich jeder Punkt im Abstände r vom Mittelpunkte um 

willkürlichen unendlich kleinen Betrag öq in radialer 
itung verschieben soll; im Mittelpunkte muß natürlich dp 
ih Null sein, bei r =• a braucht es aber nicht zu ver- 
'inden. Damit die Verschiebung als eine „virtuelle" gelten 
I, muß übrigens Sg eine stetige Funktion von r sein. 
Variation von A, die dieser Verschiebung entspricht wird 
aden zu 



«^-Gj'(2t,^+4,,^ + 



Variationen von e^ und e, lassen sich nämlich, wie leicht 
^ r* htlich, so wie angegeben in der virtnellen Verschiebung 
'^O Lusdrücken. Da keine äußeren Kräfte an dem Körper an- 
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greifen, maß SÄ zu Null werden; das liefert die Qleicliung 



/(' 






Am ersten Integrale fflliren wir wieder eine partielle Inte- 
gration aus. Dadurch geht die Gleichung fiber in 

''■[(''+«-^(''+2'.))«<'l..^ 



- 2r{B, -i- -^(£,+ 26,))) dr-0. 

Damit diese Gleichung für jedes Sq erfüllt sein kann, muß 
zunächst an der Kngeloberfläche 

^ + ;^(^r4 20]_,- (321) 

sein und außerdem mu£ an jeder Stelle der als Faktor von 
tfp unter dem Integralzeichen in der geschweiften Klammer 
stehende Wert zu Null werden, also 



dr 



(*, + ^!r2(^.+ 2.^) = l(.,-0 



sein. Drückt man nachträglich die Dehnungen in den 
Spannungen aus, so wird 



^(«, + 2«,) 



-Ü+J« 



und die Gleichungen (321) und (322) lassen sich daher auch 
ersetzen durch 
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■ [oj,..-0 (323) 

S-l-C«,-«,)- (32-1) 

YoQ diesen beiden Gleichungen spricht die erste einfach die 
Bedingung aus, daß die Oberfläche der Kugel von äußeren 
Kräften frei sein soll, während sich die zweite auch einfacher 
aus der Gleichgewichtsbedingung der Spannungen an einem 
Volum enelement gegen Verschiebung in radialer Richtung ab- 
leiten ließe, unsere Ableitung hat dieser gegenüber nur den 
Vorzug, daß sie zugleich erkennen läßt, daß aus dem um> 
fassenden Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten auch nichts 
weiter geschlossen werden kann, als aus der Gleichgewichts- 
bedingung für jedes Volumenelement. 

Wenn ff^ als Funktion von r bekannt wäre, ließe sich nach 
Gl. (324) auch e, sofort angeben; es kommt daher weiterhin 
nur noch auf 0^ an. Diese Funktion von r, die den Spannungs- 
zustand vollständig beschreibt, hängt nun von der Art der 
Abkühlung des Gußstücks ab. Nehmen wir zunächst an, daß 
die Abkühlung äußerst langsam erfolge. Dann ist in jedem 
Augenblicke, da nur eine geringe Wärmeleitnng nach außen 
erfolgt, die Temperatur innerhalb der Kugel an allen Stellen 
fast genau gleich groß. Wenn der innerste Kern gerade er- 
starrt, haben auch die äußeren Schichten noch fast genau die- 
selbe Temperatur. Nun ist gewöhnlich mit dem Erstarren der Me- 
talle eine Vergrößerung des Volumens verbunden. Die äußeren 
Schichten müssen also während des Erstarrens des Kerns 
etwas nachgeben, um für diese VolumenvergrJjßerung Platz zu 
schaffen. Da aber die äußeren Schichten noch nicht viel unter 
die Schmelztemperatur abgekühlt sind und die Metalle in der 
Nähe der Schmelztemperatur schon durch sehr geringe Kräfte 
deformiert werden können, bringt die Volumenvergrößerung 
nur unmerkliche Spannungen in den äußeren Schichten hervor. 
Nachdem die ganze Kugel erstarrt ist, hat man daher nur 
geringe Spannungen und Überall nahezu dieselbe Temperatur. 
Bei der weiteren Abkühlung zieht sich die ganze Kugel zu- 
sammen, woran sie durch nichts gehindert ist, da sich alle 

FSppl. ElMÖzlautlieorls. 20 
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Teile um ungefähr denselben Betrag zusammenziehen. Ein 
Qußstück, das auf diese Weise hergestellt ist, wird 
daher auch nach dem Erkalten fast ganz frei von 
Eigenspannungen sein. 

Ganz anders ist es aber, wenn die Abkühlung sehr schnell 
erfolgt. Wenn die inneren Teile erstarren, haben sich die 
äußeren Schichten schon erheblich unter die Schmelztemperatur 
abgekfiblt und sie setzen daher der Volumenvergrößerung, die mit 
dem Erstarren der inneren Teile verbunden ist, einen großen 
Widerstand entgegen, d. h. sie geraten in einen Spannungs- 
zustand, bei dem 0, positiv, 0^ dagegen negativ ist. Am 
größten wird die Zugspannung a, außen ungefähr in dem 
Augenblicke, in dem gerade der iniifrate Kern erstarit. Später- 
hin nimmt nämlich e, wieder ab, weil der innere Kern sich 
noch mehr abzukühlen hat nnd daher mehr zusammenzuziehen 
sucht als der äußere Teil der Eugel. 

Wenn man diesen Vorgang rechnerisch näher verfolgen 
wollte, müßte man über die elastischen Eigenschaften des 
Metalls bei hohen Temperaturen bis zur Schmelztemperatur 
und darüber hinaus und über die mit dem Erstarren ver- 
bundenen Yor^nge genau unterrichtet sein. Darüber weiß 
man aber nur sehr wenig. Eine Untersuchung über die Eigen- 
spsnnungen muß daher andere Wege einschlagen. Genauen 
Aufschluß werden darüber nur Experimentaluntersuchuugen 
liefern können, die im einzeloeu noch auf verschiedene Art 
angestellt werden können. Ehe mau aber damit beginnen 
kann, maß man sich auf Grund einfacher Annahmen ein Urteil 
darüber zu verschaffen suchen, was man etwa zu erwarten hat, 
weil man hierdurch erat in den Stand gesetzt wird, sich für 
eine zweckmäßige Versuchsanordnung zu entscheiden. 

Jedenfalls haben wir nach den vorhergehendeu Betrachtungen 
zu erwarten, daß die Spannung tf^, die für r = a zu Null wird, 
von da aus nach innen hin immer weiter anwächst. Man 
wird daher zunächst zn versuchen haben, ob man mit 
der einfachsten Annahme, die hiernach möglich ist, 
auskommt, nämlich mit dem Ansätze 
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0^ = c(r-a), (325) 

worin c eine positive Konstante bedeutet, deren Wert baupt- 
eächlicb von der mehr oder minder scbnellen Äbkühlni^ 
während des Erstarrens der Kugel abbängt. Wir haben uns 
vor allem zu fragen, welche ScblüBse sich aus dieser Voraos- 
aetzung ziehen lassen. Nach Gl. (324) wird 



Hiemach wird für r = 0, wie es sein muß, ff, = ff,. An der 
Stelle r = -Y wird ff, zu Null; weiter nach außen hin ist ff, 
positiv, d. h. eine Zugspannung und mehr nach innen hin 
negativ. Femer lassen sich auch die Dehnungen £,. und £, 
und die kubische Ausdehnung e als lineare Funktionen von r 
darstellen. Man erhält 

e, - ,„^((m-3)r- (m -2)o) 

e = f^ + 2f, = ^^^c(4r-3a). 

Integriert man e über das ganze Kugelvolumen, so erhalt man 

fiTtr'edr = 

d. h. bei dem durch Gl. (325) beschriebenen Systeme der 
Eigeuspannungen nimmt die Kugel im ganzen genau dasselbe 
' Yolnmen ein, als wenn überhaupt keine Eigenspannungen in 
ihr vorkämen. Die von »" = -j- Ems nach innen hin liegenden 
Teile sind gegenüber dem spannui^slosen Zustande zusammen- 
gedrückt, die weiter nach außen hin liegenden gedehnt, so daß 
sich dies im Mittel für die ganze Kugel ausgleicht. 

Kun nehme man an, daß die Kugel auf der Drehbank 
bis zu ii^end einem Halbmesser a' abgedreht werde. Die 
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kleinere Kugel, die man aof diese Weise erhält, ist gegenüber 
dem Zustande, in dem sie sich vorher als Bestandteil der 
großen Kugel befand, nm die Drackapannnngen 6,, die vorher 
aof ihrer Oberfläche übertr^en wurden, entlastet Für eich 
genommen, bringen aber die symmetriBch verteilten Druck- 
spannungen auf der Oberfläche denselben Spannung.«zuBtand im 
Innern hervor, wie er in einer Flüssigkeit besteht. Die 
Entlastung bewirkt daher, daß nachher alle ö^ und 0, um den 
Betrag von if^ an der Stelle r = a verändert werden. Be- 
zeichnen wir die jetzt in der kleineren Kugel auftretenden 
Spannungen mit öj- und uj, so haben wir also, wie die Aus- 
führung der Subtraktion lehrt, 

Der Spannungsznstand in der kleinen Engel befolgt 
daher nach der durch das Abdrehen der äußeren 
Kugelschale bewirkten Entlastung wieder genau das- 
selbe Gesetz, wie vorher in der größeren Kugel. Ins- 
besondere gilt daher auch für sie wieder derselbe Schluß, daß 
das Yolumen der Kugel im ganzen gerade so groß ist, als 
wenn keine Eigenspannungen in ihr vorkämen. Vorher war 
dieses Volumen kleiner, aber infolge der Entlastung nimmt 
der Durchmesser um so viel zu, daß das durchschnittliche 
speKifische Gewicht wieder ebenso groß ist, wie vorher. Man 
erkennt daraus, dafi es z. B. nicht möglich ist, durch einen 
Vergleich der speziflschen Gewichte der durch Abdrehen zu 
gewinnenden kleineren Kugeln mit dem spezifischen Gewichte 
der ursprünglichen größeren Kugel einen Nachweis für die 
Eigenspannungen zu fahren. 

Da das Abdrehen der Kugel nicht zu dem gewünschten 
Ziele führen kann, denke man sich jetzt ^gs eines größten 
Kreises einen Einschnitt, etwa wiederum bis zur Tiefe r = a' 
gemacht, was auf einer Drehbank oder mit einer Kaltsäge 
leicht ausgeführt werden kann. Hierdurch wird das System 



3vGooglc 



g 47. Gufiapftnanngen in einer Eugel. 309 

der Eigene pannungen ge&ndert. Man kann aber den früheren 
Zustand dadurch wieder herstellen, daß man an den Schnitt- 
flächen überall Kräfte anbringt, die ebenso groß sind, wie die 
vorher dort übertr^enen Spannungen ff,. Bas läßt sich zwar 
in Wirklichkeit nicht ausfuhren; aber das ist auch nicht nötig, 
da es nur darauf ankommt, sich zu überlegen, was fQr Spannui^en 
eine Belastung dieser Art für sich genommen in dem Körper 
hervorbringt. Man erkennt, daß dies Zugspannungen e, in den 
zwischen r ^ a und r = a liegenden beiden Halbkugelschalen 
und Druckspannungen «^ sind, die von außen nach innen hin 
zunehmen; in dem Kern, d. h. von r — O bis r=a werden 
dagegen Spannungen von der Art eines Flüssigkeitsdruckes 
hervorgerufen. Nimmt man die Lasten wieder weg, so ver- 
schwinden auch die zugehörigen Spannungen. Hieraus folgt, 
daß ein Einschnitt von der bezeichneten Art Formänderungen 
des Körpers hervorrufen muß, falls Eigenspannungen vor- 
handen waren. Diese Formänderungen können durch geeignete 
Feinmeßvorrichtungen nachgewiesen und aus ihnen ein Rück- 
schluß auf den Spannungszustand gezogen werden. Am vor- 
teilhaftesten wird es wohl sein, die Vergrößerung des Durch- 
messers zu messen, der zu der Ebene des größten Kreises 
längs dessen der Einschnitt gemacht wurde, senkrecht steht. 

Wenn man die ganze Kugel durch eine Durchmesserebene 
in zwei Halbkugeln zerlegen könnte, ohne dabei Material durch 
den Drehstahl wegnehmen zu müssen, würden sich die beiden 
vorher ebenen Schnittflächen krümmen und zwar so, daß sie 
bei dem Spannnngsznstande, den wir zu erwarten haben, nach 
außen hin konvexe ßotationsfiächen bilden würden. Dieser 
Umstand Kßt eich aber für eine Experimentaluntersuchung 
wegen des unvermeidlichen Substanzverlustes nicht wohl ver- 
werten. 

Die ganze Betrachtung dieses Paragraphen hat nur den 
Zweck, mit einer Untersuchung der Eigenspannungen, die 
praktisch recht wertvolle Ergebnisse zu liefern vermöchte, den 
Anfang zu machen und den Weg zu zeigen, auf dem man 
weiter fortzuschreiten haben wird. Ich zweifele keinen Augen- 
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blick daran, daß man Ezperimentaluntersucliuiigen von der 
bier angegebenen Art in nicbt zu ferner Zeit in Angriff nebmen 
wird und daS unsere bisber so lückenhafte Kenntnis der £igen- 
Spannungen dadurcb eine erbeblicbe Förderung erfahren wird. 

Wenn sich dann berausstellen sollte, daß man mit dem 
ein&cben Ansätze in Gl. (325) nicbt auskommen kann, würde 
man für «^ einen etwas allgemeineren Ausdruck zn bilden 
haben. Am nächsten würde es dann liegen, 
e^ = c(r ~a) + c,(r- — af 
zu setzen, womit eine neue Konstante eingeführt wird, durch 
die man sich den Versuchsergebnisaen besser anzuechlieBen 
Termöchte. Weitere Schlüsse an diese Gleichung zu knüpfen, 
wie es im vorhergehenden einfachsten Fall angezeigt erschien, 
würde aber hier noch verfrüht sein. 

Die Kugel ist freilich eine Körperform, die bei den tech- 
nischen Anwendungen Verhältnis mäßig selten vorkommt Ihrer 
Einfachheit wegen eignet sie sich aber am besten, um die 
Erscheinungen, die hier in Frage kommen, zunächst einmal 
etwas eingehender zu erforschen. Wenn dies erst geschehen 
ist, wird es nicht schwer fallen, auch für andere KSrperformen, 
die für die Praxis wichtiger sind, passende Ansätze fUr die 
Eigenspannungen ausfindig zu machen. 
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Sechster Abschnitt. 
Verschiedene Anwendungen. 

§ 48. Die Theorie der Härte von Hertz. 

Über diesen praktisch sehr wichtigen QegeDStand habe 
ich schon im dritten Bande (§ 75 der dritten Aufl.) eine kurze 
Übersicht gegeben und zwar habe ich nicht nur die Hanpt- 
formeln, wenn auch ohne Beweis, angeführt, sondern auch 
schon darauf, hingewiesen, daß bei der Hertzschen Theorie, 
keine Rücksicht auf das verschiedene elastische Verhalten der 
Oberflächenschichten gegenüber den mehr nach innen hin 
liegenden Teilen des Körpers genommen ist Hierdurch wer- 
den gewisse Abweichungen zwischen den Schlußfolgerungen 
der Theorie und den Beobachtungstatsachen herbeigeführt. 
Dieser Maugel ist aber doch nicht sehr erheblich und er ver- 
hindert nicht, daß die Hertzsche Theorie ein im allgemeinen 
ganz gut zutreffendes Bild von dem Verhalten der elastischen 
Körper gibt, die anränglich in geometrischer Berührung stan- 
den und dann durch einen Druck aufeinander gepreßt und 
dadurch abgeplattet wurden. 

Durch die kurze Wiedergabe der Hertzschen Formeln 
in der ersten Auflage des drittel) Bandes meiner Vorlesungen, 
die vor zehn Jahren erschien, wurden diese Formeln wohl zu- 
erst in weiteren Kreisen der Technik bekannt gemacht. Sie 
haben sich seitdem, wie es scheint, schon recht gut eingeführt 
und werden vielfach angewendet. Selbst ein elementares Buch 
wird in Zukunft kaum achtlos an ihnen vorübergehen können, 
wenn es sich freilich auch auf die bloße Wiedei^abe der Er- 
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geboisse der HertzscheB Theorie beschränken muß, da an 
eine elementare Wiedergabe lier Beweisführung nicht za denken 
ist. Auch dem dritten Bande meiner Vorlesungen konnte ich 
eine eingehende Besprechung der Hertzschen Theorie ohne 
eine Überschreitung des dort innezuhaltenden Rahmens nicht 
aufbürden. Umsomehr ist ea aber nötig, daß dies hier nach- 
geholt wird, denn ee bleibt immer eine mißliche Sache für 
den denkenden Ingenieur^ wenn er sich auf die Richtigkeit 
Von Formeln verlassen soll, die ihm ohne Beweis angegeben 
werden und die er nicht selbst nachzuprüfen verm^. Erst 
wer die Grundlagen genau erkannt hat, auf denen die Formeln 
errichtet sind, vermag sich ihrer mit Zuversicht zu bedieneu, 
die Grenzen zu erkennen, die ihrer Anwendung gesteckt sind 
und seibat unter Umständen über diese Grenzen hinaus 
wenigstens eine zutreffende Abschätzung vorzunehmen. 

Bisher war man, um sich eine solche genauere Einsicht 
zu verachaffen, auf das Studium der beiden Hertzschen Ab- 
handlungen angewiesen, die diesen Gegenstand behandeln and 
in den „Gesammelten Werken" zu finden sind. Die meisten, 
die sich dazu entschlossen haben, werdeu aber wohl das 
Hertzsche Buch enttäuscht wieder aus der Hand gelegt haben. 
Diese Abhandlungen sind nämlich in der Tat sehr schwer 
verständlich, indem Hertz nur die Gnmdzüge der Beweisfüh- 
rung angibt und von seinen Lesern erwartet, daß sie sich das 
übrige selbst zurechtlegen. Insbesondere vermag mau Hertz 
nicht zu folgen, wenn man nicht vorher schon mit der 
Formel fUr das Potential eines dreiachsigen EUipsoids wohl 
vertraut ist, da die ganze Betrachtung darauf gestützt ist. 
Von einem Ingenieur kann man aber natürlich nicht erwarten, 
daß er eigens zu diesem Zwecke die Potentialtheorie des 
Ellitisoids fitudiert, von der er sonst kaum einen Gebrauch zu 
machen wüßte. 

Ich hoffe nun, durch die nachfolgende Darstellung diesem 
Mangel abzuhelfen und dem Ingenieur ein genaues Verständ- 
nis der Hertzschen Theorie verschaffen zu können und zwar, 
wie überhaupt in diesem ganzen Werke, ausschließlich auf 
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Grundlage solcher mathematischer Kenntnisse, wie eie bei 
jedem tüchtigen nnd mathematisch hinreichend begabten Äb- 
aolventen einer technischen Hochachale Torausgesetzt werden 
dürfen. 

Freilich werde ich mich ans Zweckmaßigkeitsgr finden 
darauf beschränten, die Betrachtung nur fQr den einfaebsten, 
aber zugleich praktisch wichtigsten Fall der kreisförmigen 
Druckflächen vollständig durchzuführen. Aber man wird, wenn 
man sich damit vertraut gemacht hat, zugleich auch sehen, 
wie man zu verfahren hat, nm die Betrachtung in derselben 
Weise auf den allgemeinen Fall elliptischer Druckflächen zu 
übertragen. Diese Ausdehnung erfordert nur einen größeren 
Aufwnnd an Rechnungen, bietet aber keine grundsätzlichen 
Schwierigkeiten mehr, nachdem die Betrachtung für die kreis- 
förmigen Druckflächen durchgeführt ist. 

Zunächst knüpfe ich au § 37 an, in dem die eiofache 
Laplacesche Diiferentialgleichui^ abgeleitet ist, der das 
Potential V einer Massen Verteilung überall außerhalb der an- 
ziehenden oder abstoßenden Massen genügt. Diese Gleichung 
lautet 

dx' ' dtj^ dz' 

Setzt man nun die elastischen Verschiebungen |ii£ in einem 
Körper 

t_8y _sy f. dv 

^-dx' ^-fiy' 5=0^' 

so genügen diese Werte den elastischen Grundgleichungen, 
stellen also ein mögliches System von Verschiebungen dar, 
falls die Massen, von denen das Potential V herrührt, außer- 
halb des betrachteten Körpers liegen und keine äußeren Massen- 
kräfte XYZ au den Volumenelementen des Körpers angreifen. 
Um dies zu beweisen, bilde man zunächst die kubische Aus- 
dehnung e 
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Ferner wird auch 

Die elaBtischen Orundgleichimgen, Ton denen die erste fttr 
den hier in Betracht gezogenen Fall, daß keine äußeren 
Massenkräfte an den Volumenelementen zu berücksichtigen sind, 

lautet, sind daher in der Tat durch den gewählten Ansatz er- 
füllt. Man könnte daher durch passende Wahl der äußeren 
Kräfte an den Körperoberßächen erreichen, daß die durch |g;£ 
beschriebene Formänderung auch tatsächUch eintritt. 

Freilich handelt es sich dabei bis jetzt nur um den sehr 
eng beschränkten Fall einer möglichen Beanspruchung des 
Körpers, in dem der, mit dem wir es hier zu tun haben, nicht 
einbegriffen ist. Aber man kann von dem einfachen Ansätze, 
den wir zum Ansgai^spunkte gewählt haben, nun leicht auch, 
wie es schon im § 37 geschehen war, zu verwandten Ansätzen 
gelangen, die allgemeiner sind und unter denen sich auch 
jener befindet, der der Hertzschen Theorie der Härte zu 
Grunde liegt. Man setze nämlich zu diesem Zwecke 
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wobei a, h und c Konstanten sind, die später noch ihre 
passende Bestimmung finden sollen. Dann läßt sich leicht 
nachweisen, daß auch diese Werte von Si}^ den elnatiscben 
Orundgleichungen genügen. Dazu bilde man die kubische 
Ausdehnung e, wofür man durch Ausführung der Difi'ereutial- 
quotienten und mit W^Iassung von drei Gliedern, die sich 
nach der Laplaceschen Gleichung gegeneinander forthehen. 
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»rliält. Ferner hat man aber, ebenfalls nach der Laplace- 
aeheo Gleicbimg 

da nämlicli täi e = oo daa Potential V der Massen, die aus- 
schließlich im Endlichen liegen sollen, sowie seine Differential- 
quotienten und zwar diese bo wie -j g^en Null konvergieren. 
Aus dieser Bemerkung geht übrigens anch hervor, daß erstens 
die in den Gl. (326) vorkommenden Integrale, die sich bis 
ins Unendliche erstrecken, doch nur einen endlichen Wert 
haben nnd daß zweitens in unendlicher Entfernung trotz des 
Faktors im ersten Oliede gi;^ zu Null werden. Fflr e erhält 
man nun 

■ «-(«-H + cfi^,- 

Hierauf führen wir an dem Werte von | in der ersten 
der Gl. (326) die Laplaceache Operation 7* aus. Lassen wir 
auch hier wieder drei Glieder fort, die sich nach der La- 
placescheu Gleichung, der V genügt, gegeneinander wegheben, 
so wird 

V|-6fe + /|-,)Ä< + (2»-6)|^ 

nnd indem wir das Integral in derselben Weise umformen 
wie vorher, erhalten wir 

Wenn wir die Werte von V*| und e in die erste Örund- 
gleichung einsetzen, finden wir, daß diese befriedigt ist, falls 
zwischen den Konstanten a, h, e die Bedingung 

2a + ^^(« + 6 + c) - (327) 

Dig,l,z.cbyG0Oglc 
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besteht. Daß damit auch die zweite Grundgleichnng erfüllt 
wird, folgt daraus, daß in uusereni Anaatze x uDd y ToUkommen 
symmetrisch Torkommen, Um deo Nachweis auch' für die 
dritte Qnandgleichung zu führen, bilden wir V*f und erhalten 
dafür nach einfacher Ausrechnung, wieder unter Berücksich- 
tigung der Gleichung V^F^O, 

Die dritte Gnindgleichung, nämlich 

ist daher ebenfalls erfüllt, wenn die Konstanten a, b, c so ge- 
wählt werden, wie es Gl. (327) verlangt. 

Hiermit ist zunächst der Nachweis erbracht, daß die Yer- 
schiebungswerte in den Gl. (326) eine Lösung des Elastizitäts- 
problems darstellen, falls nur die Bedingungen an den Grenz- 
flächen des Körpers so gewählt werden, wie sie dieser Lösung 
entsprechen. Um dies zu untersuchen, bilden wir die Span- 
nungskomponenten, die diesem Formänderungszustande ent- 
sprechen. Nach den Gl (27) und (28) erhält man dafür 



. = 2(3 



d'v 



"M 



d2 + 



a + b+c 8V\ 



(328) 



nn/ 3^ , j. fS'V _j , a + b + cdl 

..-2G(<,4-^+(« + . + i^+l-|-')g) 

, -2G(.,»'''- + ifed.) 
'» V 8x8y ' J 8x8y I 

'..-ö(2»»S+':'"-'+«)K) 

Bis dahin war es gleichgültig, wo die Massen lagen, von 
denen das Potential F herrührt; nur innerhalb des Körpers, 
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auf den sich unBere Lösung bezieht, durfte keine dieser Massen 
enthalten sein. Von jetzt ab wollen wir aber, um unserem 
Ziele näher zu kommen, annehmen, daß die Massen auBSchließ- 
lich auf einer kleinen um den Koordinatennrsprong herum 
liegenden Fläche auf der X F-Ebene ausgebreitet seien. In einem 
Abstände, der groß ist gegenüber den Abmessungen dieser 
Fläche, kann man dann, wenn die Summe der Massen mit M 
bezeichnet wird, 

F"= — mit r* = ar* + y" + r* 

setzen. Hiermit lassen sich für alle Stellen, die in größeren 
Abständen vom Koordinateuurspruuge liegen, die Spaunnngs- 
Komponenten nach den Gleichungen (328) weiter ausrechnen. 
Man hat nämlich z. B. 

Sa: "^ r' Sx* °^ ^i + ^s 

und um die Integrale in den Gleichungen (328) zu berechnen, 
setze man 

Die zuletzt noch Torkommende Integration läßt sich aber 
sofort ausfohren, denn für das unbestimmte Integral hat man 



/?-. 



wie die AusiÜhnmg der Differentiation nach z erkennen läßt, 
daher Mr das bestimmte Integral 



i%=. 



und hiermit findet man 



Di„i„«b,Googlc 



318 VI. AbBchnitt. Terachiedene Anwendosgen. 

In derselben Weise lassen sich ancli die änderen in den 
Gl. (328) yorkommenden Integrale entwickeln. 

Für einen in der XZ-Ebene Uzenden Punkt, der außer- 
halb der um den Ursprung herum verteilten Massen liegt, 
fallt die anziehende oder abstoßende Kraft, die von diesen 
Massen herrührt, in die XF-Ebene; daher ist für ihn 
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Darana folgt, daß für ein in der X F-Ebene liegendes 
Flächenelement, das weit genng vom Koordinatennrsprunge 
entfernt ist, ff, nach den Gl. (328) zu Null wird. Durch eine 
passende Verffigung Aber die Konstanten kSnnen wir aber 
auch erreichen, daß in einem solchen Flächenelemente Über- 
haupt keine Spannungen übertragen werden. Denn die beiden 
übrigen Spanniingskomponenten t,^ und r^^, werden nach den 
Gleichungen (328) für a '-= überall zu Null, wenn wir 

a-b + c~0 (329) 

setzen. Wir können uns daher den Körper, über dessen Be- 
grenzung bisher nichts fest^setzt war, weiterhin dnrch die 
XF-Ebene begrenzt denken und wir erreichen damit, daß 
diese Grenzfläche überall frei von äußeren Kräften ist, mit 
Änsnabme der nm d^i Koordinatenurspmng herum liegenden 
kleinen Fläche, der sogenannten Druckfläche, Über die wir uns 
die Massen M verteQt dachten. In dieser Druckfläche sind 
zwar die Spannungskomponenten t,^ und r,^ immer noch 
gleich Null; dagegen ist ff^ von Null verschieden, da -r- 
innerbalb dieses Bezirkes für « = nicht verschwindet. 

Drücken wir mit Hülfe der Gleichungen (327) und (329) 
b und c in a aus, so erhalten wir 

, m— 2 2m— 2 

a -, c = — a — - — - 

und wenn wir diese Werte in die Gleichungen (328) einsetzen, 
gehen sie über in 
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„ r./ c'V m — ir°°8'r, 2 9P\ 

* \ gx' m J es' m CXI 

" \ dy' m J dy* m de/ 

*i> \ dxdy m J öxdy ! 



(330) 



För die Stellen, die hinreieliend weit Tom Eoordinaten- 
urspruDge, d. h. ron der Drnckdäche entfernt sind, lassen 
sich diese Formeln nacb der vorher rorgenommeneu Berech- 
nong der DifTerentialquotienten von V und ihrer Integrale 
noch weiter ausrechnen. Offenbar ist in größeren Abstäadeu 
vom Ursprünge der Spannungssustand rings um die Z-Achse 
sjmmetriach verteilt, da dort auch die Nireauflächen des 
Potentials F Umdrehungsflächen mit der ^Achse als Symmetrie- 
achse sind. Es genügt daher, wenn wir die Spannungskompo- 
nenten fflr jeden in der X2- (oder auch in der Y2-)Ebene 
liegenden Punkt anzugeben TerraÖgeo. Für ^ = findet man 
auf dem angegebenen Wege nach einigen algebraischen Um- 
formungen zur Vereinfachung der Ausdrücke 

0, - 2oGJlf-~' (- '-, + ,7^^,) 



f,aGM-, 



(831) 



.0 



»Google 



S20 ^' AbBcbnitt. Yericlnedeue Anwendungen. 

Ein Vei^leich dieser Formeln mit den Gl (271) in § 38 
lehrt, daß beide, abgesehen von der abweichenden Bezeichnung 
Tollständig miteinander Übereinstimmeo, falls man die hier vor- 
kommenden Konstanten a and M so wählt, daß a]i£= — c 
wird. Die Hertzsche Theorie umfaßt daher, wie eich 
«rwarten ließ, zugleich die in § 38 wiedergegebene 
Theorie von Boussinesq; sie unterscheidet sich von 
dieser nur dadurch, daß sie das Hauptgewicht auf 
die Ermittelung der Spannungen in der Nähe der 
Druckfläche legt, worauf in der früheren Untersuch- 
ung verzichtet war. Zu diesem Zweck müssen wir auf die 
ai. (330) zurückgehen, da die Gleichungen (331) in der Nähe 
der Druckfläche nicht mehr gBltig sind. 

Vor allem müssen wir uns überlegen, welchen Wert -^ 
für einen Punkt annimmt, der sich in einem sehr kleinen Ab- 
stände von der Druckfläche befindet. Wir wollen uns diesen 
Abstand so klein denken, daß ihm gegenüber die Abmessungen 
-der Druckfläche sehr groß sind. Da nun -^ die X-Komponente 
-der von den Massen ausgeübten Kräfte angibt, die mit dem 
'Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional sind, erkennt 
man, daß ^ in solch kleinen Abständen nur von der Flächen- 
dichte der Massenbelegung in der unmittelbaren Nachbarschaft 
abhängt. Die Kraft ist daher ebensogroB, als wenn die ganze 
XZ-Ebene mit Massen von derselben Flächendichte (* belegt 
wäre, die an der dem Punkte gerade gegenüberliegenden 
Stelle der Druckääche besteht. Diese Kraft läßt sich aber 
durch eine einfache Inte- 
gration berechnen. In Ab- 
bildung 32 sei A der Punkt, 
dessen Abstand ü von der 
XF-Ebene als sehr klein zu 
betrachten ist. Vom Fuß- 
pnnkte von z denken wir 
uns zwei Kreise mit den 
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üadien ^ und ^ -{- dp in der XY-Ebene gezogen. Zw^chen 
beiden Ereisen liegt die Masse 2jCQdQ(i, die za der an A an- 
greifenden Kraft den Beitn^ 

2XQdQyL-—^ 

liefert. Die ganze Kraft finden wir daraus duroli Integration 
Ton p — bis p -= oo, also gleicb 



#■ 



Da nun r* =- r* -(- p' und daber pdp -• rdr ist, fo^ 



/': 



Für sebr kleine Abstände z können wir daber 

~ 2xn (332) 

setzen. Über das Vorzeichen der Kraft war vorher nicbts 
ausgemacht, da dahingestellt blieb, ob es sich um anziehende 
oder abstoßende Massen handeln sollte. Das Minuszeichen 
auf der rechten Seite der vorhergebenden Gleichung war aber 
deshalb beizufügen, weil wir in großen Abständen e bereits 

^ = ^ gesetzt hatten und in beiden Fällen sowohl M und 

lt., als auch z dasselbe Vorzeichen haben und ebenso auch die 
Kraftkomponente -^- Beachtenswert ist, daß in diesen kleinen 
Abständen- -=- von z unabhängig ist. An der Stelle .3 = selbst 
er^irt -j- eine sprungweise Anderuog, da sieh auf der andern 
Seite der Fläche die Richtung der Kraft umkehrt. Wir können 
nun auch den auf die Druckfläcbe selbst als äußere 
Kraft einwirkenden Normaldruck ö, ai^eben und finden 
dafür nach den Gl. (330) 

(tf,),^j_4«aG/*. (333) 

FDppl,EliHtiiitat>th«one. 31 
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Da dies eine Dnickspaiuiung sein soll, mUsgen wir der 
Konstanten a einen negativen Wert geben, wenn [i kIb positiv 
angeBelien werden soll. Bezeichnen wir die gesamte Druck- 
kraft, die in der Druckääche übertragen wird, mit P, bo haben 
wir bei Integration über die Druckfläche 

F=-JoJF^-4otaGfiidF^-ixaGM (334) 

womit (in Übereinstimmung mit GL (273)) die Konstante aM 
in P ausgedrückt werden kann. 



§ 49. TortsetEung; die Orensbedingangen an d«r 
Druokfläohe. 

Wir denken uns die beiden Körper, die gegeneinander 
gedrückt werden sollen, zunächst ohne Drack zur Berührung 
gebracht. Den Berührungspunkt nehmen wir als den Ursprung 
des im vorigen Part^praphen gewählten Koordinatensystems an 
und die in das Innere des einen dieser Körper, den wir als 
den ersten bezeichnen wollen, gezogene Normale als die 
Z-Achse dieses Koordinatensystems. Die Gleichung der Ober- 
fläche des ersten Körpers in der Form e = fi^ff) können 
wir uns nach Potenzen von x und y entwickelt denken, wo- 
bei es für alle Punkte, die dem Ursprünge sehr nahe liegen 
(da wir von singulären Punkten, wie Spitzen u. dgl, absehen 
wollen) zulässig erscheint, alle höheren Potenzen der sehr 
kleinen Größen x und y gegenüber den zweiten zu vernach- 
lässigen. Die ersten Potenzen von x und y tonnen in dieser 
Entwickelung nicht vorkommen, weil die XF-Ebene die Ober- 
fläche im Ursprünge berührt. Die Gleichung der Oberfläche 
lautet daher in der Nachbarschaft des Ursprungs 

3, = «lic* + OjXy + a,y* 

womit nur ausgesprochen ist, daß mau sich die Fläche inner- 
halb eines kleinen Bezirks durch eine Fläche zweiter Ordnung 
ersetzt denken kann. Denkt man sich in derselben Weise auch 
noch ein Koordinatensystem gegen den zweiten Körper fest- 
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gelegt, das sicli von dem vorigen nur durch die entgegengesetzte 
Richtung der Z-Acbse onterscheidet, so hat man fär die Ober- 
fläche dieses Körpers in der Kähe des Uraprongfi die Gleichung 

und hiemach ist der in der Richtung der ^-Achsen gemessene 
Abstand beider Oberflächen an der Stelle x, y 

^1 + ^i = (% + ^i)^' + («i + ß%)'^y + («s + ft)y*- 

Bisher war über die Richtungen der X- und F-Ächae 
in der Berührungsebene nichts ausgemacht. Wir können uns 
diese, vrie ans den einfachen Formeln über die Eoordinaten- 
transformation in der Ebene hervorgebt, aber nBchtrt^lioh 
jedenfalls so gedreht denken, daß nachher das Glied mit xy 
in der vorigen Formel verschwindet, so daß bei dieser beson- 
deren Wahl der Koordinatenrichtungen 

^1 + -^s = y.a^ + Y%y* (335) 

wird. Die hierin vorkommenden Konstanten y^ und y^ lassen 
sieh in den Hauptkrümmungsradien der beiden Oberflächen 
am Berührungspunkte ausdrücken, worauf es aber einstweilen 
nicht ankommt. Setzt man 

worin C eine Konstante von kleinem Betn^e ist, so hat man 
damit die Gleichung einer Kurve in der XT-Ebene, für deren 
Punkte der zugehörige Abstand der beiden Oberflächen von 
einander Überall denselben Wert hat. Die Kurve ist von der 
zweiten Ordnung und in den Fällen, die praktisch in Frage 
kommen können, eine Ellipse oder ein Kreis. Die Hauptachsen 
der Ellipse falten in die Koordinatenachsen, und ihr Mittel- 
punkt in den Ursprung. Femer sind alle Ellipsen, die man 
für verschiedene Werte von C erhält, wie ebenfalls aus der 
Gleichung hervorgeht, untereinander ähnlich und natürlich auch 
ähnlich gelegen. Insbesondere sind sie alle Kreise, wenn eine 
von ihnen ein Kreis ist, nämlich dann, wenn ^^ -^ y^ ist. 

Nun denke man sich die beiden Körper mit der Kraft P 
gegeneinander gedrückt. Dabei werden sie sich abplatten und 
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in der Druckfläche zur Berßhrung kommeD. Die Äbpliittung 
soll aber jedenfalls sehr klein sein gegenüber den Haupt- 
krOmmungsrsdien beider Oberäächen vor der Formäudenmg, 
so daß innerhalb der DruckSäche die vorbeigehenden Betrach- 
tungen als gültig angesehen werden können. Der Abstand 
^1 ~^ -$ ^^^ jetzt innerhalb der Drucklläehe durch die Zusanimen- 
drückiing beider Körper verschwunden und wir haben hier 

Si + ?» + ■^i + .^s - « (336) 

wobei mit a die gesamte Abplattung, d. h. die Annäherung 
bezeichnet ist, die die weiter vom Ursprünge gelegenen Teile 
beider Körper gegeneinander erfahren haben. Unter ^ und ^ 
sind die in der Richtung der Z^- oder Z,-Achse genommenen 
elastischen Verschiebungen der Oberflächenpunkte zu ver- 
stehen. Wir können dafür die im vorigen Paragraphen ab- 
geleitete Formel benutzen. Obschon diese zunächst unter der 
Voraussetzung gefunden war, daß der Körper in der Nähe 
der Druckfläche vor der Formänderung durch eine Ebene, 
immlicb die XT-Ebene begrenzt gewesen sei, dürfen wir sie 
doch unbedenklich auch auf den hier vorliegenden Fall über- 
tragen, weil wir die Abplattung ausdrücklich als so klein 
vorausgesetzt haben, daß die Hauptkrümmungsradien der 
Körperoberfiäche vor der Formänderung als sehr groß gegen- 
über den Abmessungen der Druckfläche angesehen werden 
können. Bei größereu Abplattungen freilich würde die früher 
für g aufgestellte Formel nicht mehr benutzt werden dürfen, 
woraus sich schon eine Gültigkeitsgrenze der ganzen Theorie 
ergibt. In unserem Falle aber geht Gl. (336) unter Berück- 
sichtigung der letzten der Gleichungen (326) für ^ = über in 

Unter <\ oder c^ ist die im vorigen Paragraphen ein- 
geführte Konstante c, bezogen auf den ersten oder zweiten 
Körper zu verstehen. Eine Unterscheidung zwischen F, und 
V^ für die beiden Körper brauchen wir dagegen nicht zu 
machen, da wir uns die MassenverteUung in, der XF-Ebene, 



3vGooglc 



§ 49. Fortsetzung; die Oienzbediagoiigen an der Dnickfla«he. 325 

Ton der das Potential V herrührt, fflr beide Körper überein- 
stimmend angenommen denken. 

Das ist schon deshalb nötig, weil der in der Druckfläche 
übertr^eoe Normaldruck ff, nach Gl, (333) mit ;i proportional 
ist und nach dem Wechselwirknngagesetze an jeder Stelle fiir 
beide Körper denselben Wert haben mnß. Damit diese Be- 
dingung erfüllt sei, muß außerdem nach Gl. (333) zwischen 
den aaf beide Körper bezogenen Eonstanten die Beziehung 

a^G^^a^G, (337) 

bestehen. Ersetzen wir femer auch in der vorhergehenden 
Gleichung die Konstanten c^ und Cj nach den irüher dafür auf- 
gestellten Beziehimgen durch die Konstunten % und a, und 
fQhren für e, + e^ den sich aus Gl. (335) ergebenden Wert 
ein, so erhalten wir 

- ^("^"'i^"' + '^'^') ''+ j"'»" + >■>»'- "• 

Aus dieser Gleichung finden wir die bis dahin unbekannt 
gebliebene Funktion V für alle Punkte innerhalb der 
üruckfläehe zu 



1 , m. — 1\ 
--1-«.-^-) 



(338) 



Durch das Potential ist aber auch die dazu gehörige 
Massen Verteilung {t auf der Druckfläche eindeutig bestimmt 
und unsere nächste Aufgabe besteht darin, das zugehörige u 
ebenfalls als Funktion von z nnd ^ darzustellen. Hertz 
hat diese Beziehung einfach aus der einen Hauptbestandteil 
der Potentialtheorie bildenden Formel für das Potential 
eines gleichmäßig mit Masse angefüllten dreiachsigen 
Ellipsoids entnommen, das er sich soweit zusammengedrückt 
dachte, daß es in eine ebene Scheibe von elliptischer Gestalt 
überging. Man kann diese Betrachtung aber auch durch eine 
einfachere ersetzen, die ich im nächsten Fari^aphen anstellen 
werde. 
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§ 50. rortaetaunc; HfilflibetraohtanK «Ob der 
Fotentialtheorie. 

In Abb. 33 bedeute P eine beliebig begrenzte ebeae 
Fläche, die wir ons niush iigend einem Geaets mit Massen (i 
belegt denken. Wir 
können uns die Masseo- 
verteilung durch eine 
krumme Fläche veran- 
Bohaulichen, die Über 
P errichtet ist, so daB 
die aenkrecht zur Zei- 

ch^iebene gezogene 
Ordinate der Fläche 
mit fi proportional ist. 
Zieht man irgend eine 
"''"* " Linie^f, diedieF^che 

P durchschneidet, so kann man die MassenTerteilung längs 
AB auch dadurch darstellen, daß man die Sehnittfigur, die 
eine über AB senkrecht zur Zeicbenebene errichtete Ebene mit 
der vorerwähnten krummen Fläche bildet, in die Zeichenebene 
umklappt. In Abb. 33 soll die punktierte Linie Q diese um- 
4^eklappte Schnittfigur angeben. 

Von A ans ziehen wir außer der Linie AB noch eine 
zweite AC, die einen unendlich kleinen Winkel d^ mit ihr 
einschließt. Aus dem dadurch gebildeten Sektor schneiden 
wir durch zwei Kreisbogenelemente mit den Radien R 
und B + dB ein Flächenelement aus, auf dem sich die Masse 
liRdipdB befindet. Der Beitrag, den diese Masse zu dem 
Potentiale V im Punkte A liefert, wird daraus durch Division 
mit R, also gleich fidfdB gefunden. Daraus folgt der Bei- 
trag dV, den alle zwischen AB und AC liegenden Massen 
zu V liefern, zu 

dV-dpf(idR, 
wobei sich die Integration über alle Längenelemente dR zu er- 
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■treckeu hat, fUr die fi von XuU verscbiedea ist Dos lategral 
hat aber eine einfache Bedeutung; abgesehen Ton einem Pro- 
portionalitätafaktor, der bei der DarsteUung TOn n durch eine 
Länge auftritt, ist es gleich dem Inhalte der vorher erwähnten 
Schuittfigur Q. Beseichnen wir deren Inhalt mit F und den 
Froportionalitätefaktor, der den Maßstab der Darstellung be- 
stimmt, mit c, so wird 

dV^eFdip 

und das Potential aller Massen im Punkte A wird daraus 
durch lutegratioa nach 91 zu 

V=cfFdf (339) 

getundfflL Die Integration muß sich über alle Winkelelementa 
dtp erstrecken, durdi die die Fläche von A aas Oberstricben wird. 

In Abb, 33 war zunächst der 
Einfachheit wegen angenommen, 
daß der Punkt A außerhalb der 
MasBenverteilung liege. Man 
Qbei'zeugt sich aber nachträglich 
leicht, daß GL (339) auch dann- 
gUt, wenn A, wie in Abb. 34 im 
Innern der Massenrerteilimg Hegt. 
Man muß dann nur alle Massen 
zur Bildung von d V zusammen- 
fassen, die zwischen AB und AC -'* 
sowohl, als zwischen ihren rück- 
wärtigen Verlängerungen enthalten sind. Die Integration nach 
<p maß dann zwischen einer Anfaugsstellung ^ = bis qp = ;r 
ausgeführt werden, da hiermit bereits alle Flächenteile berflck- 
sichtigt sind. 

Nach diesffli Vorbereitungen wollen wir das Potential für 
den besonderen Fall berechnen, daß die Fläche P ein Kreis 
vom Halbmesser p und die über ibr errichtete krumme Fläche, 
deren Ordinate mit /i proportional ist, eine Halbkugel ist^ 
und zwar für einen im Innern des Kreises im Abstände « vom 
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Mittelpunkte liegenden Punkt. Abb. 34 geht dann über in 
Abb. 35, in der Q ebenfalls ein Halbkreis ist, dessen Durch- 
meBser die durch A im Kreise 
Pin derKichtung pgnzogenb 
Sehne ist, deren Länge mit 
2« bezeichnet werden soll. 
Bezeichnen wir ferner die 
Massendichte im Kreismittel- 
punkte mit ftg, so wird 
der vorher eingeführte Pro- 
portionalitätsfaktor c gleich 

^ und für d F erhält man 

P 

nach den Pjthagoräischen Lehrsatze in q? 




oder, wenn man . 
ausdrückt, 



Das haben wir nun nach qi zu integrieren, wobei es 
übrigens auch genügt, von (p = bis ^j = y zu integrieren 
und dann mit 2 zu multiplizieren, da die Übrigen Flächenteüe 
von (p-^Y^^^'P^^ denselben Beitrag liefern. Wir erhalten daher 



■j/o-—'' 



[^<p)df. 



Die Integration kann leicht ausgeführt werden und liefert 
K_/^"(2p'-»'). (340) 

Man sieht nun auch leicht ein, daß es keine besonderen 
Schwierigkeiten machen kann, das Potential V auf demselben 
Wege zu berechnen, wenn P eine Ellipse anstelle eines 
Kreises ist und die über P errichtete Halbkugel durch ein 
Ellipsoid ersetzt wird. Die Rechnungen werden dann nur 
etwas länger; es erscheint aber entbehrlich, darauf noch weiter 
Es mag nur erwähnt werden, daß dann V eben- 
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falle als eine lineare Funktion von x^ nnd y* gefunden wird, 
wobei Dämlich die Koordinaten x,y des Punktes .<1 an die 
Stelle des beim Kreise die Lage des Panktes genfigend kenn- 
zeicbnenden Äbstandes u treten. 



§ 51. Die HeTtBBOhen Formeln f(lr kreiBf&nnige Dmokfläehen. 
Wir kommen jetzt wieder auf die Betrachtungen in § 49 
zurück. In Gl. (335) war der Abstand zweier Punkte beider 
Körper Oberflächen «j + z^ vor der Formänderung zu 

h + h — yi^^ + rtV* 

berechnet. Weiterhin beschränken wir die Untersuchung auf 
den Fall, daß Yi ^ y^ ist. Bezeichnen wir diesen gemeinschaft- 
liehen Wert mit y und setzen r* = a:* + y*, so gebt die 
Gleichung über in 

■s'i + 2s = y*- (341) 

Jene Punkte der J^y-Ebene in der Kähe des Koordinaten- 
ursprungs, fiir die der Abstand äj + 2, einen konstanten Wert 
hat, liegen jetzt auf Kreisen, während sie im allgemeinen Falle 
auf Ellipsen li^en. 

Ferner geht Gl.. (338) für das Potential der in der Druck- 
flUche liegenden Punkte (iber in 

V ^^-4=-- --. (342) 

2 («1 -^ 1- a, -'- ) 

Dieses Potential können wir uns hervorgebracht denken 
durch eine Massenrerteilung von der am Schlüsse des vorigen 
Far^praphen betrachteten Art, indem wir die Werte von V in 
den Gleichungen (340) und (342) einander gleich setzen, wobei 
zu beachten ist, daß der in Gl. (340) mit w bezeichnete Ab- 
stand des betreffenden Punktes vom Ursprünge jetzt die Be- 
zeichnung r erhalten hat. Damit wird 

^«'(2«« - r») = — ^-^'-^ 

In ^ ^ ■> / m. — 1 m 1\ 
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und dieee Oleichung ist in der Tat tfit jedes r erföUt, falle 
man den Konstanten ^ and a die Werte 

a == 2yp* \ 

erteilt. Auch für die ganze Maese M, die in der kreiBfSrmigeti 
Drnckääche nach dem angenommeaen Desetze verteilt das 
Potential V hervorruft:, können wir leicht einen Ausdruck ge- 
winnen, indem wir das Yolumen der Halbkugel TOm Halb- 
m^eer p mit dem Proportionalitätefaktor ^ multipUzieren. 
Wir erhalten dadurch 

Die Masse M stellt aber, wie wir am Schlüsse von § 48 
fanden, in einem ein&chen Zusammenliange mit dam Dmcke P, 
mit dem die beiden Körper aufeinander gedrückt werden. Nach 
Gl. (334) erhalten wir daher ztmächst 



F-a,0, 



_L«rpi_ 



\ ' Hl, 



wobei an Stelle des Faktors a^Gj vor dem Bruchstriche aach 
Ojß] geschrieben werden darf. Dividieren wir mit diesem 
Werte Zähler und Nenner, so erhalten wir 





1 


Gfp 




,c», 


— 1 


' + 


",-11 


'U. 


[ö. 


m,U,l 



Die Koustante y in dieser Gleichung hängt von den KrUmmungB- 
halbmessem der Körperoherflächen vor der Formänderung ab 
und läßt sich leicht in ihnen ausdrücken, so daß sie als be- 
kannt angesehen werden darf. Auch die ElastizitÄtskonstanten 
m und G beider Körper sind als gegeben zu betrachten. 
Wenn außerdem noch die Kraft P gegeben ist, mit der die 
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Körper gegeneio&nder gedrfickt werden, ^ßt Bich daher nach 
GL (345) der Halbmesser p der Druck&äche berechnen. Auch 
die Abplattnng a und der Druck 0, an irgend einer Stelle der 
DracUläche ergeben sieb dann ohne weiteres nach den 
Gleichungen (343) and (333). Die Aufgabe ist hiermit 
im wesentlichen gelöst. 

Es bleibt nur noch übrig, die Rechnung für besondere 
Fälle weiter durchzuführen. Hierzu soll jetzt angenommen 
werden, daß beide Körper aus demselben Stoffe bestehen und 
daß die Verhältniszahl m gleich — gesetzt werden kann, wie 
sie für schmiedbares Eisen oder Stahl gewöhnlich angenommen 
wird. DrQckt man dann außerdem noch G im Elastizitäts- 
modul E aus, so wird 



(»1 G, m, G, "' ' ' ff ^ 

und mit diesen Werten liefert die Anf- 
lÖBung von GL (345) nach j> 



ioöE 



p=.0,8 



^V: 



B, 



(346) 



Sind die beiden Körper in der 
Kfihe des Berührungspunktes von 
kugelförmiger Gestalt und zwar so, 
daß sich die Kugeln von außen berßhren, 
BD bat man, wie aus Abb. 36 hervor- 
geht, nach einem einfachen planime- 
trischen Satze ffir kleine Abstände e 

^1 = ^,-i ^» - ^; «i + ^s = V ~-" ■ 



Vergleicht man dies mit GL (341) und 
beachtet, daß die dort mit r bezeichnete 
Strecke hier zur Vermeidung einer Ver- Abb. m 

wechselung mit den Kugelhalbmessem 
die Bezeichnung v erhalten hat, so ei^ibt sich für die Kon- 
stante Y üi diesem besonderen Falle 
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/--ji?- (MV) 

Setzt man dies in Ol. (346) ein, ao erlüilt man für zwei 
eich von außen berührende Engeln 



V^-r^+V,' <^^> 



p = 1,109 

was mit dem in Band III, GL (341), S. 404 der dritten Auf- 
lage angegebenen Werte übereinstimmt, abgesehen davon, da& 
dort zur AbkOrznng 1,11 fiir 1,109 gesetzt war. Nachdem p 
berechnet ist, erhält man a ans der ersten der Gleichungen 
(343) und zwar hier 



VS--rP- (3*ö> 



a = 1,23 

Die größte Normalspannung e^ tritt in der Mitte der Druck- 
fläche anf und zwar ist sie dort, wie aus Gl. (344) hervoi^ht, 
das l,5-&che des durchschnittlichen Wertes, den man erhält^ 
wenn man sich die Last P gleichförmig über die ganze Druck- 
fläehe vom Halbmesser p verteilt denkt. Hiemach folgt, wie 
leicht auszurechnen. 

Wenn sich die Kugeln, wie in Abb. 37 gezeichnet, von 
innen berühren, hat man ^i, nämlich die Ordinate der Hohl- 
kngel in den vorhergehenden Formeln negativ zu rechnen, da 
die positive X^-Achse nach Definition ins Innere des Korpers 1, 
also in Abb. 37 nach abwärts gericht«t ist. Hiermit wird, 
ähnlich wie vorher. 



Hieraus folgt, daß man auch in den Formeln (348) bis (350) 
nur einfach r, -j- r^ durch r^ — r, zu ersetzen hat, um sie auf 
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den in Abb. 37 gezeicbaeten Fall anwendbar za machen. Daß 
man r^ auch gleich unendlich setzen kann, womit der eine 
Körper in eine Platte übergeht, ist ohne weiteres klar; dies 
war auch schon im dritten Bande besprochen. 

Für zwei rechtwinklig gekreuzte Zylinder von den 
Halbmessern r, und r^, deren Achsen in die Richtungen der 
X- und F-Achsen fallen, findet man in derselben Weise 
y' «' 1 1 

Hier sind daher yy und y^ im allgemeinen verschieden groB 
und die Dmckfläche wird eUiptisch. Wenn jedoch r^ = r^ 





ist, wird die Druckfläche kreisförmig und die Formel für den 
Halbmesser der Dmckfläche liefert 

p-l,109-|/| ,-• 

Auch a und e^ lassen sich hiernach ohne weiteres berechnen. 

§ 52. Die Walzenlager der BrückentrSger. 
Hier bandelt es sich um den Spannungszustand einer 
Walze, die zwischen zwei Platten mit einer Kraft P zusammen- 
gedrückt wird (Tgl. Abb. 38). Die größte Beanspruchnng des 
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Uateri&ls tritt natflrlicli in deu Drucköächea und in deren 
Nähe auf. Wir wollen aber zimächet den Spannoagszustand 
an aUeu anderen Stellen nntersuchen., die von den Drack- 
flächen weiter entfernt lind. Auch diese Anfgabe, mit der 
man sieb schon öfters, aber in nnztireiGhender Weise beaoböftigt 
hat, wurde zuerst von Herta in einer sehr korz ge&fitea Ab- 
handlung „Über die Verteilung der DmckkiAfte in einem 
elaetischen Kreiscylinder^' (Zeitscbr. f. Math. n. Physik, Bd. 28, 
1883) gelöst Freilich ist auch diese Abhandlung, die nur 
wenige Seiten umfafit und dabei noch ein wesentlich all- 
gemeiner gehaltenes Problem behandelt, durchaus nicht 
leicht Teretändlich. In der Bearbeitung, die ich hier davon 
gebe, wird man aber, wie ich hoffe, der Betrachtung leicht 
folgen können. 

Die Walzen sind gewöhnlich ziemlich lang im Verhältnis 
zu ihrem Durchmesser und man darf daher annehmen, daß 
der Spannungszustand in jedem Querschnitte derselbe ist, wie 
in jedem anderen. Wir haben es daher mit einem ebenen. 
Problem, d. h. mit dem Spannungszustande in einer Scheibe 
zu tun, der mit den im zweiten Abschnitte besprochenen Hülfs- 
mitteln untersucht werden kann. Unsere Aufgabe kann dem- 
nach darin erblickt werden, eine Spannungsfnnktiou F auf- 
zustellen, die einerseits der Differentialgleichnng genügt, der 
sie unterworfen ist und andererseits in Übereinstimmung mit 
deu Grenzbedingungen am Eande steht. 

Man betrachte irgend einen Punkt A (Abb. 38) im Quer- 
schnitt der Walze, der soweit von der DruckSache entfernt 
ist, daß man sich die Kraft P, obschon sie sich Ober eine 
kleine Strecke verteilt, durch eine Einzelkraft ersetzt denken 
kann. Die Abstände des Punktes A vom Kreismittelpunkte 
und den beiden Lastangriffspunkten seien mit r, r^ und r, be- 
zeichnetj femer noch die Winkel, die r^ und r, mit der Last- 
richtungslinie bilden, mit ^, und ^,. Von diesen fünf GröBea 
würden zwei schon genügen, um die Lage des Punktes A an- 
zugeben und die drei übrigen ließen sich in diesen beiden 
durch einfache Formeln ausdrücken. Wir wollen aber dsTon 
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absehen tmd alle ftinf Größen beibehalten, weil sich die 
Rechnung dabei kürzer durchführen läßt. 

Jedem Punkte A ist nun ein gewisser Wert der Spannnnga- 
fnnktion zugeordnet und zwar, wie zunächst als Be- 
hauptung hingestellt werden soll, der Wert 

F=~ c,r* — Cjr,y, sin y^ — CfT^fp^ sin fij {351) 

TorauSgesetzt, daß die beiden Konstanten c, und c^ passend 
bestimmt Werden. 

Um diese Behauptung zu beweisen, mQssen wir uns zu- 
nächst überzeugen, daß der ang^ebene' Ausdruck der Diffe- 
rentialgleichung der Spaunungsfunktion genügt Das geschieht, 
indem wir nachweisen, daß jedes der drei Olieder Itlr sich ge- 
nommen der Gleichung genügt. Dabei benutzen wir die Dar- 
stellung dieser Gleichung in Polarkoordinaten nämlich (61. (67), 
S. 72) 

(^ + iä^ + i/,)V-0. {362) 

Diese Gleichung gilt für jede beliebige Lage des Pols, von 
dem wir die Abstände r zählen. Wir können daher, um für 
eins der drei Glieder in Gl. (351) nachzuweisen, daß es fflr 
sich genommen der Gleichung genügt, den Pol jedesmal mit 
dem Punkte zusammenfallen lassen, von dem aus die Abstände 
r oder r, oder r^ genommen sind. Beginnen wir mit dem 
ersten Gliede, so ist hierfür der Kreismittelpunkt als Pol zu 
wählen. Den Spannui^sznstand, der durch das Glied c^r* dar- 
gestellt wird, können wir auch durch die Spannongskompo- 
nenten ff,., a, und t^, näher beschreiben, wobei sich die 
Richtungen r und t auf den zugehörigen Pol beziehen. Nun 
war allgemein (vgl Gl, (66), 8. 71) 



1 d^, 1 dF 
" 7* 9g!* "*" r dr 

" Sr' 



(353) 
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Das Olied c^r^ iat aber von dem Richtungewinkel <p un- 
abhängig und daher wird für den zugehörigen SpannungB- 
zustaud 

ff^=2ci; «, = 2c,j r,,-0. (354) 

Dieser Spannungazustand entspricht daher, da 6, and e^ wegen 
r^, = Hauptepaanungen und zwar von gleicher Größe sind, 
einer (iberall und nach allen Seiten hin gleichen Zugbean- 
spruchung Ton der Größe 2c^. Da sich <JL (352) auch in 
der Form 

schreiben läßt, ergibt sich, wenn man die vorstehenden Werte 
einsetzt, daß das Glied c^r* der Gleichung genUgi 

Wir kommen jetzt zu dem zweiten Gliede — c^r^^i sin tp,, 
bei dem wir uns den Pol auf den Angriffspunkt der oberen 
Kraft in Abb. 38 gelegt denken. Auch hier bilden wir wieder 
zuerst die auf diesen Pol bezogenen Spannungskomponenten 
a^, e, und X nach den Gleichungen (353). Die einfache Aus- 
rechnung liefert 

tf^, = - 2c, "-'?'-; «,,=-0; r^,,, = 0. (356) 

Die Differentialgleichung für die Spannungsfunktion in der 
Form von Gl, (355) geht daher für dieses Glied über in 

nnd wenn man die einzelnen Differentialquotienten ausrechnet, 
überzeugt man sich, daß diese Gleichung in der Tat identisch 
■erfüllt ist. 

Auch der durch die Gleichungen (356) dargestellte 
Spannun^zustand ist von sehr einfacher Art. Er ist zwar 
nicht mehr, wie der vorige, für alle Punkte des Querschnitts 
derselbe; aber er ist überall ein einachsiger Spamiungszustand, 
dessen Hauptrichtung durch den Angriffspunkt der Kraft P 
geht. Daraus läßt sich noch ein weiterer Schluß ziehen. Legt 
iuan nämlich, wie in Abb. 39 angegeben, durch den Punkt A 
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ein Linienelement ds, dessen Normale ii^nd einen Winkel it^ 
mit der Richtung von r, bildet, eo ist die Spannung, die in 
diesem Linienelement übertr^en wird, ebenso groß und ebenso 
gerichtet, ale wenn das Linienelement durch ein senkrecht zu 
r^ gerichtetes ersetzt wäre, das als dessen vom Pole aus ge- 
nommene Zentralprojektion betrachtet werden kann. Die Größe 
der auf die Längeneinheit übertr^enen Kraft wird daher ans 
«^ durch Multiplikation mit cos ^^ gefunden. 

Was hier vom zweiten Gliede der Spaanungafunktion In 
Gl. (351) bewiesen wurde, läSt sieh ohne weiteres auch auf 
das ebenso gebaute dritte Glied — c^r^ip^ sin ip^ übertragen. 
Der Unterschied besteht nur darin, daß hier alle Richtungen 
und Abstände auf den Angriffspunkt der nnteren Kraft P in 
Abb. 38 als Pol bezogen werden mfissen. 

Hiermit ist also zunächst der Nachweis erbracht, 
daß die Funktion Fin Gl. (351) der Differentialgleichung 
der Spannungsfunktion genügt und es handelt sich jetzt 
nur noch um die ErföUung der Grenzbedingungen. Dazu be- 
achten wir, daß die gesamte Spannung, die in einem Linien- 
etemente ds (Abb. 39) übertr^en wird, sich als geometrische 
Summe von drei Gliedern ergibt, deren 
erstes eine Zugspannung von der Größe 
2c, ist, während die beiden anderen mit 
den Richtungen von r, und r, zusammen- 
faUeu und die vorher besprochene Größe 
haben. Lassen wir mm das Linienelement 
ds mit einem Elemente des Kreisumfanges 
zusammenfallen, das weit genug von dem 
Lastangriffspunkte entfernt ist, so muß 
für dieses ds die geometrische Summe 
jener drei Glieder gleich Null sein, weil 
der Umfang an diesen Stellen spannungs- '^"°" " 

frei sein soll. 

In Abb. 40 ist diese Lage von ds angegeben. Die Nor- 
male geht hier durch den Kreismittelpunkt und daher ist 
i>^ — 91, und ^, — ^. Die Pfeile der von den beiden Polen 
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ausgehendea Kräfte sind ao eingetragen, wie eie von innen 
nach aufien hin auf ds einwirken. Die auf die Längeneinheit 
von ds bezogenen Cirößen dieser Kräfte erhält man ans Gl. 
(356) durch Multiplikation mit cos ij>^ bzw. cos ^j, daher ?,a. 

2c^''''^_^ und 2(^'-°^'^'- 

Bezeichnen wir den Durchmesser 
des Kreises mit d und multiplizieren 
in diesen Ausdröckeo Zähler und 
Kenner mit rf*, so gehen sie über in 

2c,'f, und, 2o,i. 

Die Kräfte sind daher den Abständen 
rj und rj für die auf dem Kreisumfang 
liegenden lÄngenelemente ds direkt 
proportional. Bildet man ihre Re- 
sultierende, wie dies in Abb. 40 
durch Zeichnen eines Kräfteparallelogramms angedeutet ist, so 
geht sie in radialer Richtung nach außen; sie entspricht daher 
einer Druckspannung für das Element ds. Die Größe dieser 
Druckspannung wird nach dem Pythagoräi sehen Lehrsätze 
gleich 

-^ oder gleich -^ 

gefunden, wenn der Halbmesser des Kreises mit a bezeichnet 
wird. 

Zu dieser Resultierenden kommt nun noch als dritte Kraft 
die für alle F^chenelemente gleiche Zugspannung von der 
Größe 3c, und man sieht, daß in der Tat die gesamte 
Spannung für das Umfangselement ds verschwindet, 
wenn man 

2e, = J (357) 

setzt. Um die Randbedingung zu erfüllen, mUssen wir daher 
die Spannungsfiinktion F in Gl. (351) jetzt in der besonderen 
Form 
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F-c i,-, 



tf>^ Sin qp, — Tj^Dj sin q)A 



(358) 



anachreiben, in der c für c^ gesetzt ist. 

Die Randbedingung an der Druokfläcbe selbst können wir 
mit Hülfe des bisber gewüblten Ansatzes natürlieh nicht prüfen, 
da es für die dort gelegenen Stellen nicht mehr zulässig ist, 
die Übertragung der Kraft an einem einzigen Angriffspunkte 
Torauszu setzen. Dag^eu läßt sich die Konstante c daraus er- 
mitteln, daß die Summe der in dem horizontalen Durchmesser 
der Walze Übertragenen Druckspannungen gleich der ganzen 
Kraft P sein muß. 

In Abb. 41 ist die Ermittelung der 
Spannung für ein auf dem horizontalen 
Durchmesser liegendes Längenelement ds 
angedeutet. Hier wird 0, =- ip^ oder viel- 
mehr, was aber auf dasselbe hinaus- 
kommt, ^^=^ — qo, und qoj ^ ^j, ebenso 
»•, = r^. Die vom oberen Lastangriffs- 
punkte ausgehende Kraft hat auf die 
Längeneinheit bezogen die Größe 




und den in der Abbildung angegebenen Pfeil, der die Wirkung 
des oben liegenden Körperteiles auf den darunter liegenden 
angibt. Ebenso groß und symmetrisch dazu ist die vom 
unteren Lastangriffspunkte ausgehende Kraft. Ein Pfeil, der 
dementsprechend nach links oben ginge, würde aber die Wirkung 
des unteren Körperteiles auf den darüber liegenden beschreiben. 
Bleiben wir auch hier dabei, die Spsminng dadurch zu be- 
schreiben, daß wir die vom oberen auf den unteren Teil Über- 
tr^ene Kraft angeben, so haben wir den Pfeil umzukehren 
and in dieser Richtung ist er in die Abbildung eingezeichnet. 
Beide Kräfte lassen sieb jetzt zu einer Resultierenden zu- 
sammensetzen, die senkrecht zu ds steht, was ja auch der 
Symmetrie wegen TOn Tomherein zu erwarten war. In der Richtung 
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der Nonnalen haX die vorher angegebene Tom oberen Lost- 
ongriffsponkte ansgehende Kraft die Komponente 

und die Resultierende wird daher gleich 

4c-- - oder gleich — eos*y, . 

Das ist eine Druckspannung; dazu kommt aber noch die 
vom ersten Gliede der Spannungsfunktion herrührende Zug- 
spannung und die gesamte an dieser Stelle übertragne Kormal- 
epannung e wird daher mit Kücksicbt auf 61. (357) 

ff = ^(l_4co8*v.). (359) 

Ffir das am Umfange liegende Element wird 9:, — ^ und 
a = und in der Mitte erhält e den größten Absolutwert. 
Man kann auch cos 9;, im Abstände y vom Mittelpunkte aus- 
drücken und erMlt damit 



-H^- 



Der ganze im horizontalen Durchmesser übertragene Druck 
wird daher 



24/(1-^^^^). 



Nun ist das unbestimmte Integral 

woTOD man sich durch Ausführung der Differentiation an dem 
rechts stehenden Werte leicht überzeugt. Für den ganzen 
längs des horizontalen DurchmeHBera übertragenen Druck er- 
hält man daher, wie die nun ganz einfache Ausrechnung lehrt, 
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Das negative Yorzeichen atammt daher, daß als Dmck- 
spannang ebenfalls fiberall mit dem negativen Vorzeichen be- 
haftet war. 

Bisher war die Spannung auf die Längeneinheit .im Quer- 
schnitt bezogen. Beziehen wir sie weiterhin anter Beibebaltang 
der gefundeneD Werte auf die Flächeneinheit, so müssen wir 
aach unter dem gesamten im horizontalen Durchmesser über- 
tragenen Druct jenen verstehen, der auf die Längeneinheit der 
Walze in der Richtung der Achse entTällt. Wenn die ganze 
Walzenlänge mit l bezeichnet wird, kommt auf die Längen- 
einheit der Druck -y- und wir haben daher 

-r = xc oder f^ " p (3^1) 

zu setzen, womit die Konstante c bestimmt ist. 
Die Spannung wird hiermit nach Gl. (360) 






"(a' + yy/ 
und der Wert «^ in ^^^ Mitte, also für y = wird 



Das ist also, wie Hertz schon angegeben hat, —mal so groß, 
als wenn sich der Druck längs des horizontalen DurchmesserB 
gleichförmig verteilte. 

In derselben Weise, wie es jetzt ftlr die fSemente des 
horizontalen Durchmessers näher ausgeführt wurde, kann man 
natürlich auch für jedes andere Längenelement, das man be- 
liebig im Querschnitt der Walze, jedoch in größerem Abstände 
von den Lastangriffsstellen ziehen mag, die dort übertragene 
Spannung nach Richtung und Größe ertnitteln und zwar ent- 
weder durch Ausführung der betreffenden Differentiationen an 
der Spannungsfunktioii oder einfacher durch Bildung der geo- 
metrischen Summe aus den drei Bestandteilen, die den Gliedern 
der Spannungsfnnktion entsprechen, so wie es in den vorher- 
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gehenden Fällen gezeigt wurde. Es bleibt daher jetzt nur 
noch übrig, den Spannungszoatand in der Nähe der Druck- 
fläche selbst, zu nntersucbea. 



§ 53. ForteetEung. Der Spannungssuatand in d«r Nähe 
der Dmckfläohe. 
Der Dnickfläche entspricht im Querschnitte der Walze 
ein kleiner Bogen, der zur Abkürzung hier (wenn auch in 
anderem Sinne, als das Wort sonst gebraucht wird), als die 
Drucklinie bezeichnet werden soll. Die Drucklinie denken 
wir uns noch in kleinere Elemente von höherer Ordnung zer- 
legt, von denen eins jetzt mit db bezeichnet sei. Den in diesem 
Elemente übertragenen Druck nennen wir pdb, so daß also 
das über die ganze Drucklinie ausgedehnte Integral 



fpdb-j 



ist. Wir können den Druck pdb und den ihm auf der anderen 
Druckfläche diametral gegenüber liegenden von der gleichen 
Größe für sich genommen als eine Belastung von der im 
vorigen Paragraphen betrachteten Art ansehen. Dieser Be- 
lastung entspricht die Spannungsfunktion 

T-, pdb/r' . . \ 

£ •= - — I — ry<p^ Bin y^ — rj9>j sm 93,1 

und zwar so, daß dieser Ausdruck jetzt auch noch in der 
Nähe der Druckfläche gültig bleibt, falls nur der Abstand von 
dh noch groß ist, gegenüber dem kleinen Elemente höherer 
Ordnung db. Fassen wir nun alle Lasteopaare p dh zusammen, 
so summieren sich die einzelnen Beitr'^e zur Spannungs- 
funktion und für die ganze Belastung wird 



-i/(^ 



j sin y, -- r^ipi sin <p{\pdb, (362) 

wobei sich die Integration über die ganze Drucklinie zu er- 
strecken hat. Die Richtungswinkel ip und die Abstände r 
sind natürlich wie früher jedesmal auf das zugehörige Element 
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db zu beziehen and für die in der Nachbarschaft der Druck- 
linie liegenden Punkte können daher die Werte y, und r^ die 
sich auf die verBchiedenen db beziehen nicht mehr als gleich 
naiereinander angesehen werden, wie ea früher geschehen 
darfte. 

Far ein Linienelement ds, das jetzt von gleicher Größen- 
ordnung mit db anzunehmen ist, kann man die durch das- 
selbe Ubertr^ne Spannung auch nach dem im vorigen Para- 
graphen besprochenen Verfahren ermitteln, indem man die 
geometrische Summe der von den einzelnen pdb herrührenden 
Glieder bildet. 

In Abb. 42 ist ein kleines Stück vom Querschnitt der 
Walze, das in der Kähe der oberen Drucklinie liegt, darge- 
stellt und zwar in eo starker Ver- 
gröBerung, daß die kleine Länge 
der Drucklinie dabei als eine sehr 
lange Linie erseheint, von der in 
der Zeichnung nur ein kleines 
Stück wiedergegeben ist. Da der 
Krümmungshalbmesser der Druck- 
linie hiermit ebenfalls äußerst groß 
wird, fällt das Stück der Druck- 
linie in der Zeichnung geradlinig 
aus. Der Mittelpunkt der Wake 
liegt auf einer Senkrechten zu dieser 
Geraden in großer Entfernung. 

In der Nähe der Drucklinie ist in Abb. 42 ein Längen- 
element ds angegeben, das parallel zur Drucklinie geht and 
für das wir die zugehörige Spannung ermitteln wollen. Dabei 
beginnen wir mit dem Beitrage, der von der auf der unteren 
Druckfläche angreifenden Last P herrührt. Da nämlich ds 
von der AngriSsstetle dieser Last sehr weit entfernt ist, können 
wir uns diese Last in einem Punkte vereinigt denken. Die 
von dort aus gezogene Verbindungslinie r, unterscheidet sich 
nur unendlich wenig von einem Kreisdurchmesser und stfeht 
senkrecht zu ds, während ip^ gleich Null ist. Die auf die 
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Längenetolieit bezogene Kraft ist daher nach Gl. (356) gleich 
— ^ oder gleich — und sie entspricht einer Druckspannung, 
Hierzu kommt die von dem ersten Oliede in der Spannungs- 
fuiiktion herrührende, für alle L^genelemente ds gleiche Zug- 
spaunnug von der Größe 2c, oder nach Gl. (357) gleich — • 
Die Summe auB dieser Zugspannung und der vorher fest- 
gestellten Druckspannung von der gleichen Größe ist daher 
gleich Null und die im Flächenelemente ds Übertragene 
SptUinung rührt weiterhin nur noch von den Beiti^en her, 
die von den in der benachbarten Drucklinie ttbertragenen 
Lasten ausgehen. 

Von dem Elemente db und der dazu gehörigen Last p db 
in Abb. 42 rührt eine in ds übertragene Spannung her, die 
in der Richtung der Verbindungslinie r^ geht und auf die 
Längeneinheit von ds bezogen nach den Lehren des vorigen 
Paragraphen die Größe 



hat. Der froher mit ^j bezeichnete Winkel ist nämlich hier 
gleich mit tp^. Am größten wird der vorstehende Ausdruck 
für die in der Nachbarschaft von ds übenden Lastelemeute 
pdb, indem bei den weiter abliegenden cos*?), sehr schnell 
der Null zustrebt und zugleich der Nenner r, immer größer- 
wird. Nun war aber der Haßstab der Zeichnung in Abb. 42 
so gewählt, daß die Drucklinie durch eine große Länge dar- 
gestellt werden sollte. Alle in der Nachbarschaft von ds 
liegenden dh machen daher zusammen nur ein kleines Stück 
der Drucklinie aus und innerhalb dieses kleinen Stückes kann 
man den auf die Längeneinheit bezogenen Druck p ü\s kon- 
stant betrachten. 

Nach diesen Vorbemerkungen läßt sich ohne weiteres die 
Besultierende aller von den einzelnen pdb herrührenden Kräfte 
bilden. Die horizontalen Komponenten, die von deu links 
und deu rechts von ds liegenden db herrühren, heben sich 
nämlich gegeneinander auf, so daß also in ds keine Schub- 
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Bpanitang, sondern nur eine KonualBpaniiiing übertragen wird. 
Die Normalspannimg erhält man aber durcL eine Summierung 
aller vertikalen Komponenten, die durch eine von fc = bis 
b ^ oo erstreckte Integration und darauf folgende Multi- 
plikation mit 3 ausgeführt werden kann. Bezeichnen wir diese 
Normalfipannuug jetzt mit ff^ so wird unter Berücksichtigung 
des der Druckspannung entsprechenden negativen Vorzeichens 



Setzt man hierin 






db^. 



Bo geht die Gleichung über in 



f/pfsv- 



Bei der Integration ist g als Konstante zu betrachten und das 

Integral kann nach einer schon im vorigen Par^raphen he- 

benotzenFormel sofort ausgeführt werden; dieÄuarechnung liefert 

(S,^-p. (364) 

Hiermit ist der bis dahin noch fehlende Nach- 
weis erbracht, daß die vorgeschriebene Grenzbe- 
dingung auch längs der Drucklinie selbst erfüllt ist. 

§ 54. Die ZusanuDendrückung der Waise. 
Um zu berechnen, wie groß die Verkürzung ist, die der 
vertikale Durchmesser der Walze in Abb. 38 UDt«r dem Ein-^ 
flußse der Lasten P erfährt, müssen wir für jeden Punkt des 
Halbmessers, oder für jeden a^tand z von der Druckfläche 
zwischen und a den Spannungszüstand feststellen. Es ge- 
nügt dahei nicht, diese Angaben nur für solche Werte von s 
zu machen, die groß sind im Verhältnisse zur Länge der Druck- 
linie, da die in der Nahe der Drucklinie gelegenen Teile zur 
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ganzen Zusammeiidrückung verhältnismäßig viel mehr bei- 
tragen, als die weiter ab gelegenen. 

Zuiücbst berechnen wir die Spsauung tf, fäi solclie Ab- 
fltäude e, die zwar immer noch klein gegcDÜber dem Walzen- 
halbmeBser aber doch von gleicher Größenordnung mit der 
Länge der Drucklinie sind. Durch dieselbe Überlegung, die 
unB zu 61. (363) führte, finden wir iOr diese Stellen 






typdb, 

wenn mit b^ die halbe Länge der Dmcklinie bezeichnet wird. 
Abgesehen von der Ändemag in der oberen Integrationsgrenze 
unterBcheidet sich diese Formel von GL (363) dtfrin, daß p 
jetzt als Funktion von b zu betrachten ist und daher nicht 
vor das Litegralzeichen gesetzt werden darf, um die Inte- 
gration ausführen zu können, muß man daher wissen, nach 
welchem Gesetze sich p über die Drucklinie verteilt. Zur 
Erleichterung der Ausrechnung darf man es dabei 
als genau genug ansehen, eine parabolische Ver- 
teilung von p anzunehmen, also 

P-^lV-S') (365) 

zu setzen. Dann Ußt sich das Integral leicht in geschlossener 
Form darstellen. Für das unbeBtimmte Integral hat nian 
nämlich 



/. 



(?q:6y d^ = -^ijr- (^p + «-ctg -) - - arctg - , 



wovon man sich durch Differentiation der rechten Seite leicht 
überzeugt. Setzt man nun die Grenzen ein, so findet man 
schließlich 

ö. = - 1 fr (h^ + (fr,* - 2') arctg ^^') - (366) 

Für z — findet man wieder wie früher tf, = — p^. Für einen 
Abstand z dagegen, der mehrmals so groß ist, wie die halbe 
Länge der Drucklinie b^ kann mau nach einer bekannten 
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Keihenentwicklimg für arct^ 

setzen imd venu man dies einsetzt, geht c. Über in 
8 b, , 

Bei hinreichend großem g kann man die hier noch folgenden 
Glieder mit den höheren Potenzen von — weglassen. Beachtet 
man, daß nach dsm in Grl. (365) für p gemachten Ansätze 



?-Jpdh. 



wird, so läßt sich Mr die rorhei^ehende Formel such 
2P 1 

schreiben und dieser Wert steht in Übereinstimmung mit 
jenem, der nach der früheren Vorschrift gefunden wird, woan 
man eich die lÄiickliöiezu einem einzigen AngnaspÄuf te Ssr 
Last zusammengezogen denkt. 

Bei einem größeren Werte von e, zu dem überzugehen 
wir uns eben schon angeschickt haben, muß nun freilieh be- 
achtet werden, daß sioh die von den beiden anderen Gliedern 
der Spannungsfunktion herrührenden Beiträge zu ff, nicht mehr 
gegeneinander wegheben. Fügen wir diese nun ebenfalls noch 
bei, so erhalten wir damit den für jeden Wert von £ = 
bis ü = a gültigen Ausdruck 

Wie schon aus der Symmetrie hervorgeht, ist ö, eine 
Hauptspann img. Die andere Hauptspannung in der Quer- 
scbnittsebene, die wir mit «^ bezeichnen wollen, läßt sich ge- 
nau in derselben Weise berechnen. Es wird nicht nötig sein, 
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die ganze Ausreclinung nochmals TOizufÜhren; sie liefert den 
ebenfalls, fttr jeden Wert von z zvisehen und a gültigen 
Äusdmck 

Insbesondere wird an der Drucklinie, also f3r ü — 
/ ^ 3 p , P , P 

(V,=o = - T Jö: + I*-a ^ Po + „^ . 

d. h. ist dort wegen Überwiegen des negativen Gliedes eine 
Druckspannung. Dagegen erhält man für ein großes e eine 
Zugspannung von der Qröße -~, die dann weiterhin von z 
nicht mehr abhängig ist. 

In den mittleren Teilen der Walze kSnnen wir die 
elastische Formänderung als eine ebene betrachten. In der 
Nähe der Enden werden freilich auch Verschiebungen parallel 
zur Längsachse der Walze vorkommen ; in größeren Abständen 
von den Enden haben wir aber nur Verschiebungen innerhalb 
der Qnerschnittsebene zu erwarten, wie wir dies ja auch schon 
bei der Spannungsermittelung in den vorhergehenden Para- 
graphen vorausgesetzt habeo. Hiemach ist die Dehnung e^ 
parallel zur Walzenachse gleich Null zu setzen. Zwischen den 
drei Hauptspannungen muß daher die Beziehung besteben 

womit auch e^ bekannt ist. Für die Dehnungen e^ und e, 
findet man nach dem Elastizitätsgesetze unter Berücksichtigung 
der vorstehenden Gleichung 

m' — 1 m+l m' — l m + I 

Für uns kommt es jetzt nur auf e, an. Setzt man die Werte 
aus den Gleichungen (367) und (368) ein, so erhält man dafür 
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Bezeielmeii wir die Verschiebung, die der im Abstände e 
von der Drucklinie gelegene Pnnkt des vertikalen HslbmesserB 
relativ zur Drncklinie erfährt, mit t, so also, daß dae Negative 
von £ zugleich die Verküraung angibt, die der zwischen 
und z liegende Teil des Halbmessers erfahrt, so ist 



%=fB,dz 

' 

und die Integration kann nach Einsetzen des Wertes aus 
GL (369) sofort ansgefübrt werden. Dabei kann man sich der 
Integralformeln 

1 arc cotg xdx =• X arc cotg x -\- iig{l + x^) 

1 a:* arc cotg xdx = y arc cotg ic + ^ — -=- lg (1 + a;*) 

bedienen, von deren Richtigkeit man sich leicht aberzeugen 
kann. Die Ausrechnung des Integrals kann mit ihrer Hülfe 
leicht erfolgen und liefert 

-^^(©■»-'^'■-(ö'-ll^('+©)) 

-2(»,-l)lg(l-i)-(«.~2);). 

Auch diese G-leichung gilt wieder für jeden Wert von e 
zwischen und a. Für die in einem größeren Abstände n 
von der Drucklinie gelegenen Punkte kann man aber die 
Formel durch ßeihenentwickelung von arctg und darauf 
folgende Vemach^ssiguug der höheren Potenzen von ' er- 
heblich vereinfachen. Wenn man dies ausftihrt und die Glieder 
passend zuaammenfaflt, erhält man 

5 - - W H I ~r^ + (« - 1) 1« ,-"*"-% - (-» - 2)1 1 ■ (3TO) 
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Setzen wir darin noch e — a, wecliselD das Yoizeicben tmd 
multiplizieren mit 2, so erhalten wir die gesackte Zu- 
sammendrflokang der Walze, die wir mit w bezeiclmen 
wollen, nämlich 



=2^,4(1+^(1 +(:.)))■ 



Hierin können wir aber noch mit demselben Rechte, mit dem 
wir die früheren Yemachläseigungen Torgenommen haben, 
nnter dem Logarithmus den Summanden 1 gegenüber dem 
sehr groß^i Werte 1 , I nnterdrüeken, womit wir die für den 
praktischen Gebrauch fertige Formel 

erhalten. Das Glied ^- in der Klammer ist zwar auch noch 
ziemlich klein gegenüber dem Logarithmus; aber die Ver- 
nachlässigung dieses Gliedes würde hier doch erbeblich mehr 
ausmachen, als in den früheren Fällen und da die Formel 
auch so schon einfach genug ist, wollen wir das Glied Ueber 
beibehalten. 

Drückt man zwei Zj linder aus dem gleichen Material, 
aber von sehr yeiBchiedenen Durchn^essem 2a aufeinander, so 
erfährt, wie aus Gl. (371) hervorgeht, der größere Zylinder 
eine weit größere gesamte Znsammendrückung als der kleinere 
und wenn man den Durchmesser des größeren Zylinders un- 
endlich groß annehmen wollte, würde man sogar das zu< 
gehörige w unendlich groß finden. Darauf hat übrigens schon 
Hertz, der sich mit der näheren Berechnung ron w nicht 
befaßt hat, in seiner Abhandlung über die Härte an&nerkaam 



Um Gl. (371) anwenden zu können, muß man wissen, wie 
groß die halbe Länge der Drucklinie &, ist, die zu einer ge- 
gebenen Last P gehört. Nun hängt aber die Äusbildnng der 
Druckfläche nicht von der gesamten Zusammendrückong der 
W^e ab, sondern nur von den relativen Verschiebungen, die 
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in der Xähe der Drnckstelle bei der elastischen Formändernng 
auftreten, Hertz konnte daher \ berechnen, ohne den Aas- 
druck für w aufznstellen. Er betrachtete zu diesem Zwecke 
die Druekfläche als Grenzfall einer elliptischen Dmckfläche, 
von der die eine Achse unendlich groß geworden ist. Dieser 
Grenzübergang erscheint mir allerdings nicht ganz unbedenk- 
lich und es wäre eigentlich wünschenswert, ihn dadurch zu 
vermeiden, daß man da? ebene Problem als solches vollständig 
durchführte, indem man die elastischen Verschiebungen inner- 
halb des der Druckstelle benachbarten Bezirks feststellte. 
Nachdem der Spann uugszustand sich Überall angeben läßt,, 
dürfte dies keine unüberwindlichen Schwierigkeiten machen, 
wenn auch die Lösung, wie ich aus einem vorläufigen Versuche 
erkannt«, keineswegs einfach ist. Eine solche Durchrechnung 
würde wahrscheinlich die Zablenkoeffizienten gegenüber den 
Hertzschen Formeln etwas ändom. Für die praktische An- 
wendung wird diese Änderung aber kaum von Bedeutung sein, 
und man kann sich daher getrost der Hertzschen Formeln 
bedienen, die ich schon im dritten Bande unter den Nummern 
(350) und (351) der dritten Aufli^e angeführt habe. In die 
hier gebrauchten Bezeichnungen umgeschrieben lauten sie 






Wenn man die Formel für h^ annimmt, würde in der 
zweiten Formel nach der in diesem Paragraphen zu Grunde 
gelegten parabolischen Druekverteilung innerhalb der Druck- 
linie, der KoeMzient 0,418 eigentlich durch 0,49 zu ersetzen 
sein. Ich glaube übrigens nicht, daß der Hertzsche Wert 
mehr Vertrauen verdient, als der andere, der von vornherein 
nur als ein Näherungswert erscheint, da bei dem vorher er- 
wähnten Grenzübergänge, auf dem die Hertzsche Formel be- 
ruht, nicht darauf gerechnet werden kann, daß die Art der 
Druckverteilung innerhalb der Druckfläche ungeandert bleibt 
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Der UnterBchied kommt aber praktisch, wie schon bemerkt, 
kaum in Frage. 

Setzt man den Wert von b^ in Gl, (371) ein, so geht sie 
aber in 

»-2'^^(l,207 + lg?^)- (372) 

Der Logarithmns bezieht sich selbstTeratändlich wie in den 
früheren Formeln auf die Basis e = 2,718 . . . 



§ 55. Die SpannangaTerteUung in einem duToMooIitei) 
Zugstabe nach Kirsch- 
Ein Eisenstab von rechteckigem Qaerschnitte, der einem 
Zugversaehe unterworfen werden soll, möge in der Mitte 
durchbohrt sein, so daß die Achse des zylindrischen Loches 
senkrecht zur Breitseite des Querschnitts und zi^leich zur 
Längsachse des Stabes steht (vgl. Abb. 43). In den Quer- 
schnitten, die weit genug von dem Loche entfernt 
sind, werden sich zwar die Zugspannungen armähernd 
gleichförmig verteilen; in jenem Querschnitte, der durch 
die Lochmitte selbst gelegt werden kann, trifiFt dies 
aber jedenfalls nicht mehr an. Wenn der Loch- 
durchmesser klein ist im Verhältnisse zur 
QuerBchnittsbreite, wird die SpannungsTcrteilung 
in der Nähe des Loches ungefähr ebenso ausfallen, 
als wenn das Loch in einer unendlich breiten Blech- 
tafel angebracht wäre, die ebenso nach einer Hichtung 
hin auf Zug beansprucht wird, wie vorher der Zugstab. 
Für diesen Fall läßt sich, wie der verstorbene 
Professor Kirsch in Chemnitz gezeigt hat (Zeitsehr. 
d. Ver. D. Ing. 1898, S. 797), die Spannungsverteilnng 
imter Voraussetzung der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 
genau berechnen, Kirsch bat den R«chnungflgang an der 
angegebenen Stelle nur angedeutet. Da die Frage von prak- 
tischer Wichtigkeit ist, werde ich den Beweis ausführlicher 
geben. Dabei kommt mir der Umstand zu statten, daß sich 
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die Rechnungen bedeutend abkürzen lassen, wenn man von 
dem Begriffe der Spannungsfunktion Gebrauch macht, was hier 
ohne weiteres möglich ist, da es sic^ um ein Scheibenproblem 
handelt. 

Die von Kirsch abgeleiteten Formeln entsprechen näm- 
lich der Spannungsfunktion 



J?=-Lp jrS_2aMgr 



ir' 



(373) 



Darin sind r, ip Polarkoordinaten (vgl. Abbildung 44) des 
Punktes A, auf den sieh F bezieht und zwar so, daß der 
Pol mit dem Mittelpunkte des kreisförmigen Loches und 
die Anfangsrichtung qo = mit ^ 

der Richtung der Zugspannung 
in den weit vom Loche ent- 
fernten Stellen der Blechtafel zu- 
sammenföUt. Unter a ist der Halb- 
messer des Loches zu verstehen 
und von der Konstanten p wird 
sich herausstellen, daß sie die Größe • 
der Zugspannung in den weit vom 
Loche entfernten Stellen angibt. 
Um den Beweis zu führen, 
daß Gl. (373) die Lösung des Pro- 
blems richtig angibt, bilde ich 
zunächst die dazu gehörigen 
Spannungskomponenten a^, 0, und 

T,i, was nach den Gleichungen (353), S. 335, sofort geschehen 
kann. Die Ausführung der dort voi^schriebenen Differentiationen 
Jiefert 




», - i-i> (l + p - (l + " ) »0! 2cp] 
'ri-yj'^— l-7r + 71) sm 2 ip 



(374) 
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Das sind die von Kirsch aufgestellten ßleiehungen. Der 
Nachweis, daß die Spannungsfunktion F der Differential- 
gleichung genügt, der sie unterworfen ist, kann jetzt leicht 
erbracht werden, wenn man diese Gleichung in der ihr schon 
in Gl. (355) gegebenen Form 

(i;.+^i.+T «-,)(". +'.'-» 

anschreibt. Man hat mimlich nach den Gleichungen (374) 
tf, + ö, =-p(l i-cos2qo j 

und hieran lassen sich die Differentiationen nach r und if> 
sehr leicht ausführen. Setzt man aber die Diffierentialquotienten 
in die vorhergehende Gleichung ein, so findet man, daß sie in 
der Tat für alle Werte von r und y erfüllt ist. 

Hiernach bleibt nur nochnachzuweisen, daß auch 
den Grenzbedingungen entsprochen wird. Was zunächst 
den Lochrand betrifft, so müssen für ihn sowohl ff^ als t,, zu 
Null werden. Das trifft aber in der Tat zu, wenn man in 
den Gl. (374) r =-= a setzt. Hierbei bemerkt man noch, daß 
die dritte Spannungskomponente tf, für r = « nicht verschwindet, 
sondern am Lochrand den größten Wert annimmt, der für ein 
gegebenes <p und bei verschiedenen Werten von r überhaupt 
möglich ist. Da sich die Lösung nur auf den außerhalb des 
Loches gelegenen Teil der Ebene beziehen soll, können näm- 
lich nur solche Werte von r miteinander vei^lichen werden, 
die entweder gleich oder größer als a sind. Der größte Wert 
von ö, und hiermit die größte überhaupt vorkommende Span- 
nung entsteht an der Stelle r ^ a, fp — -^ und wird 

tf„„=3p. (375) 

Um nun auf die weitereu Grenzbedingungen zu kommen, 
die sich auf den sehr weit von dem Loche entfernten äußeren 
umfang des Bleches beziehen, stellen wir zunächst fest, was 
aus den Gl. (374) wird, wenn r so groß gegen a ist, daß man 
es als unendlich groß betrachten darf. Dann erhält man 



3vGooglc 



§GG. DieSpoDDungevertoilangiii emein dnrchlochteti Zugstabe ubw. 35Ö 
e^^- -^p{^ + eoa2y) =pco3*9i 
ffj = -X- j) (1 — cos 2tp) =p ein* 91 

Dieee Werte entsprechen aber, wie ein Yergleicli mit den 
Formeln für den einachsigen SpannungBzustand (Band III, 
GL (15), S. 32 d. 3. Aufl.) lehrt, einem einachsigen SpannungB- 
zustand«, dessen von Null verschiedene Hauptspannung gleich' 
p ist und in die Richtung 9 = 0, d. h. in die Richtung der 
in Abb, 44 eingezeichneten X-Achse fallt. 

Demnach sind auch alle verlangten Orenzbedin- 
gungen erfüllt und der Beweis für die Richtigkeit der 
in Gl, (373) aufgestellten Lösung ist vollständig er- 
bracht. 

Hiermit könnte man sich begni^n; aber Kirsch hat bei 
dem umständhcheren Beweisverfahren, das er einschlug, doch 
noch ein weiteres bemerkenswertes Ergebnis gefunden, indem 
er auch die Komponenten der Verschieb angen |g;g bei der 
elastischen Formänderung aufgestellt hat. Ich kann mich 
hier darauf beschränken, die Formeln anzugeben, ohne die 
nach dem gewöhnliehen Verfahren vorzunehmenden umständ- 
lichen Rechnungen zu ihrem Beweise vorzuführen; sie lauten: 

5^ Gl2{m-|-1) ^ m r' ^^ 4r» 

o'y I (f'-a')(3a^'-y')tt 



'!"G(-2(^l)y 



(376) 



Für die sehr weit vom Lochrand entfernten Punkte ver- 
schwinden in den beiden ersten Gleichungen die übrigen Glie- 
der in der Klammer g^enüber dem ersten und es bleiben nur 
die Verschiebungen übrig, wie sie dem einachsigen Spannungs- 
zustande mit der Hauptspannung p entsprechen. Am Loch- 
rand selbst verschwinden die letzten Glieder in der Klammer 
nnd man erkennt, daß der Kreis durch die Formänderung in 
eine Ellipse übergeht. 
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Die Spannungeerliöliung durch dae Loch ist, wie 
aus Gl. {375} hervorgeht, sehr beträchtlich, da die 
Zugspannung au der meist beanspruchten Stelle drei- 
mal so groß ist, als wenn das Loch nicht Torhanden 
wäre. Dieses Ergebnis ist sehr bemerkenswert; zu seiner Be- 
urteilung sind aber noch einige Erläuterungen notwendig. 

Die berechnete Spannungsverteilung bleibt nämlich nur so 
lange bestehen, als die Voraussetzung der Gültigkeit des 
Kookeschen Gesetzes erfüllt ist, auf Grund deren sie berechnet 
wurde. Sobald die Belastung des durchlochten Zugetabs in 
der Festigkeitsmaschine so weit gesteigert wird, daß die Pro- 
portionalitätsgrenze an der meist gespannten Stelle überschritten 
ist, ändert sich die Art der Spannungsverteilung ab und dies 
späterhin um so mehr, je größere bleibende Dehnungen an 
den stärkst gespannten Stellen auftreten. Bei einem zähen 
Metalle weicht schließlich die Spannungsverteilung in dem 
durch die Lochmitte gehenden Querschnitte nicht mehr erheb- 
lich von einer gleichförmigen ab und daher spricht sich der 
EinäuS des Loches in der Bruchbelastung kaum noch aus. 
Da überdies eine größere Einechnärung des Querschnittes vor 
dem Bruche nicht zu stände kommen kann, bedarf es sogar 
unter Umständen einer größeren Belastung zur Herbeiführung 
des Bruches, als bei einem Stabe, dessen Querechnittefläche 
Überall gleich der des durchlochten Stabes an der LocbstelLe 
ist. Bei spröden Stoffen ist dies aber natürlich anders. 

Dieselbe Betrachtung behält auch in vielen anderen Fällen 
ihre Gültigkeit und sie lehrt allgemein, daß bei dehnbaren 
Stoffen die Tragfähigkeit gegenüber ruhenden Lasten durch 
die Ausgleichung der Spannungen info^e der bleibenden 
Formänderungen immer dann beträchtlich erhöht werden kann, 
wenn eine Abänderung des innerhalb des rein elastischen 
Teiles der Formänderung auftretenden Spannungszustandes zu 
Gunsten der Tr^fähigkeit überhaupt möglich ist. 

Trotzdem bedeutet aber auch bei den zähen Me- 
tallen die Durchlochung eine unter Umständen sehr 
gefährliche Schwächung. Zunächst nämlich wird dadurch 
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die dem Bruche voraasgeheude bleibende Dehnaug ganz be- 
deutend herabgesetzt, da die von dem Loche entfernten Stellen 
des Stabs kaum gestreckt werden, bevor der Bruch eintritt. 
Die Arbeit der äußeren Kraft, die zum Zerreißen aufgewendet 
werden muß, wird daher durch den Einfluß des Loches sehr 
Termindert, d. h. der Stab kann, wie es auch die Erfahrung 
lehrt, durch einen Stoß viel leichter zerbrochen werden, als 
ein nicht durchbohrter von dem entsprechenden Querschnitte. 
Hierzu tr^t überdies auch noch der Umstand bei, daß der 
vorher besprochene gUnstige Einfluß der bleibenden Dehnungen 
auf die Ausgleichung der Spannungen wahrend der kurzen 
Stoßzeit nicht, oder wenigstens nicht in dem gleichen Maße 
zur Geltung kommen kann, wie bei einer langsamen Steigerung 
der Belastung. Daraus erklärt ea sich, warum Löcher, 
scharfe Eindrehungen an den Rändern, SprUnge oder 
Anrisse und sonstige derartige Materialfehler die 
Widerstandsfähigkeit gegen Stöße bedeutend herab- 
setzen, während sie sich unter einer ruhenden Belas- 
tung kaum bemerklich machen. 

Aber auch noch in einem anderen, nicht minder wichtigen 
Falle bleibt die theoretisch erschlossene Spannungserhöhung 
zu Recht bestehen, da sie durch einen später folgenden Span- 
nungsausgleich nicht abgeschwächt werden kann. Nämlich 
dann, wenn der durchlochte Stab abwechselnden Zug- 
und Druekbelastungen ausgesetzt ist, die sich sehr 
häufig wiederholen. Wenn dabei an der meist beanspruchten 
Stelle die ElastizilÄtsgrenze auch nur wenig fiberschritten 
wird, kommen bleibende Formänderungen, wenn auch nur von 
sehr geringem Betrage zu stände, die in abwechselndem Sinne 
aufeinanderfolgen imd die nach hinreichend häufiger Wieder^ 
holnng schließlich das GefSge des Materials zerstören und so 
zu einem Bruche fOhren, der sich, nachdem er einmal an der 
meist beanspruchten Stelle eingeleitet ist, bald weiterhin 
fortsetzt. 

Die Ingenieure der Praxis sind nur zu gut mit diesen 
Brachen bekannt, die sich gewöhnlich erst nach längerem Be- 
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die hinreichend weit von den Rändern entfernt ist, um an- 
nehmen zu können, daß er von deren Nahe nicht beeinflußt 
ist. Läng» jeder Lotrechten, die wir uns in dieser Weise 
durch die Sandschicht gezogen denken können, haben wir dann 
denselben Spannungszustand zu erwarten. Für eine .2-Ächse, die 
senkrecht nach abwärts gezogen ist, können wir ff, sofort an- 
geben. Denken wir uns nämlich ein Prisma von der Grund- 
fläche äF und der Hohe z, so muß 

6,dF = yzdF, 
also 

ff, = YZ (377) 

sein, wenn wir mit y das Gewicht der Volumeneinheit des 
Sandes bezeichnen. Der Druck in lotrechter Richtung ist 
ebensogroß als er in einer Flüssigkeit von demselben y wäre. 
Zugleich folgt, daß Z mit der Richtung der einen Ebupt- 
achse des Spannungszustandes zusammenfällt, daß 



ebenfallB Hauptapannnngen sind und daß überhaupt jede hori- 
zontale Richtung zugleich die Richtung einer Hauptspannung 
angibt Das Spannungsellipsoid ist hier ein Umdrehungsellip- 
soid mit senkrecht gerichteter Umdrehimgsachse. 

Von dem Spannungszuatande in einer Flössigkeit weicht 
der in unserem Sandkörper nur dadurch ab, daß ff^ und ff 
von ff, verschieden sind und unsere nächste Aufgabe besteht 
darin, das Verhältnis der horizontal gerichteten Hauptspan- 
nungen zu der senkrecht gerichteten zu ermitteln. Offenbar 
hängt dieses Verhältnis von den besonderen physikalischen 
Eigenschaften des Sandes ab. Wären die einzelnen Sand- 
körner ohne jede Reibung aneinander verschieblich, ao hätte 
der Sandkörper die Kigenschaften einer Flüssigkeit und «^ 
müßte gleich a,, das gesuchte Yerhältnis also gleich 1 sein. 
In der Tat wird also der horizontal gerichtete Druck von 
der Größe der Reibung abhäng^; sein müssen. 

Um den Grad der Reibung zu kennzeichnen bedient man 
sich am besten des Reibungswinkels, der hier auch als der 
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natürliche BöBchongawinkel bezeichnet wird. Am Rande dacht 
eich der Stmdkörper beim Aufechfitteii unter diesem Winkel ab. 
Eine steilere Böachong vermag der Sand nicht anzunehmen, 
denn nenn man versucben wollte, die Böschung noch steiler 
aufzuschütten, würden die weiter aufgebrachten Sandkörner 
von der Oberßäche abrollen. Nach der Lehre von der Reibung 
tritt dies ein, sobald der Winkel zwischen der Normalen zur 
Böschung und dem lotrecht nach abwärts gerichteten Gewichte 
den B«ibiings Winkel übersteigt. In der Tat ist also der natür- 
liche Böschungswinkel nichts anderes als der Reibungswinkel; 
dieser sei mit q:i bezeichnet. 

Wir wollen uns jetzt aus dem Erdkörper ein kleines 
Prisma herausgeschnitten denken. Die Längsrichtung des 
Prismas möge in die horizontale Richtung der Y-Ächse lallen-, 
der Querschnitt sei ein rechtwinkliges Dreieck, von dem eine 
Kathete dx In die Richtui^ der X-Achse fällt, während die 
andere von der Länge de senkrecht nach oben geht. Die 
Hypotenuse bilde den Winkel V ^^^ ^^^ horizontalen Rich- 
tung. Als Zeichnung dieses Querschnitts kann Abb. 5, S. 27 
des dritten Bandes, dritte Auflage angenommen werden, ab- 
gesehen davon, daß hier die Buchstaben etwas anders gewählt 
sind als dort. Wir können uns auch auf die dort in § 6 
durchgefühi'ten Untersuchungen über den Spannungszustand 
hier ohne weiteres stützen. Für die dort mit e" und t be- 
zeichneten Spannungskomponenten, die znr Hypotenuse gehören, 
haben wir nach den Gl. (9), da r hier gleich Null ist, 

«' — ^^—^ + -'- s~— '^°^ 2^ 1 

Es fragt sieh jetzt, wie groß der Winkel ist, den der 
aus ö' und r' resultierende Druck mit der Normalen zur Hypo- 
tenuse bildet. Dieser Winkel sei mit % bezeichnet; man hat 
dafür 

, _ i' (ff^-ff.iainaui 
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Entwickelt man die Funktionen sin2V and ooBäifi und divi- 
diert in Zähler und Nenner mit cob*^, so geht dies tther in 



Für uns ist es nun Ton Wichtigkeit, die größte Wiukel- 
abweichung % der resnltierenden Spannung von der zugehö- 
rigen Normalen zu berechnen. Diese wird bei irgend einer 
Neigung il-' der Hypotenuse zur Horizontalen eintreten, zu 
deren Ableitung wir uns des gewöhnlichen Verfahrens zur 
Aufsuchung eines Maximums oder Minimums bedienen. In 
Gl. (379) kommt ^ nur in der Form tg^ vor und wir können 
daher gleich hiemach diflferentiieren. Wir finden 

Wenn wir diesen Ausdruck gleich Null setzen, erhalten 
wir zur Bestimmui^ von ^' die Gleichung 

ij, — ö^tg'i^' — 0. 
Hiernach ist 

'«♦'-±1/1 (880) 

Das doppelte Wurzelvorzeichen gibt an, daS ein Maximum 
oder Minimum, jedenfalls also der gröfite Absolutwert der 
Winkelabweichnng % bei zwei symmetrisch zueinander liegen- 
den Schnittrichtungen auftritt, was freilich von vornherein 
selbstverständlich war. Wenn wir uns nnr um diesen Abso- 
lutwert kümmern, finden wir aus Gl. (379) npich Einsetzen 
von «-' aus (380) _ ^ 

'"■-Y()/|-yf:)- (381) 

Dies ist, nebenbei bemerkt^ wie eine einfache goniometrische 
Umrechnung lehrt, gleichbedeutend mit 
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in welcher Form Baakine, von dem diese Betrsclitung zuerst 
angestellt wurde, die Bedingung ftir x ausdrückt. 

Jedenfalls darf x, nielit größer als der Keibungswinkel 
q> seiu, weil sonst ein Abgleiten längs der durch t' ^Q- 
gegebenen Sclmittricbtungen eintreten müßte. Deshalb nennt 
man diese Scbnittrichtungen auch die Gleitflächen und es 
kann kein Zweifel darüber bestehen, daß das allniähliche 
Setzen frisch aufgeschütteter lockerer Erdmassen durch ein 
solches Abgleiten zu stände kommt. Für ans handelt es sich 
nun um den ßrenzzustand des Gleichgewichte; der diesem ent- 
sprechende horizoDtale Druck e^ wird als der aktive Erd- 
druck bezeichnet. Wenn die Erdmasae vorher eine große 
Last trug, die nachher entfernt wurde, kann ff, freilich auch 
größer sein, ebenso wenn die Erde festgestampft wurde. Nach 
dem Abtri^en einer größeren Last muß eich 0, sofort ent- 
sprechend vermindern, von dem horizontalen Drucke ff^ gilt 
dies aber nicht. Es kann sogar sein, daß ff, von früher her 
einen Wert behält, der noch größer ist, als ff,. Indessen 
kann auch hier das Verhältnis zwischen beiden junen Wert 
nicht übersteigen, der zu einem Gleiten im Erdkörper führt. 
Der größte mit ff^ hiernach verträgliche Wert von tf, wird als 
der passive Erddruck bezeichnet. 

Wir ermitteln jetzt den aktiven Erddruck a^, also den 
kleinsten Wert dieses Seitendruckes, der mit dem Gleich- 
gewichtszustände des Erdkörpers verträglich ist. Dazu setzen 
wir in Gl. (381) tgj;' — tgqo und lösen die Gleichung nach 
dem Verhältnisse -* auf Wenn wir noch zur Abkürzung 



setzen und f den Reibungskoeffizienten nennen, erhalten wir 

f' = 2/^ + 1 i 2f\/f>~+l. (382) 

Um daraus den aktiven Erddruck zu erhalten, müssen wir das 
negative Wurzelzeichen nehmen; das positive Wurzelvorzeichen 
entspricht dem passiven Erddrucke. 
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Setzt man z.B.(p = 35", also f = 0,70, ein Wert, der un- 
gefälir dem wirklichen Verhalten des Sandes entsprechen soll 
(eigene Versuche habe ich darüber nicht angestellt), ao wird 
ff, nach Gl. (382) 

ff^ = 0,27 a, 

gefunden, also rund gleich einem Viertel von ff,, eine Ver- 
hältniszahl, von der man bei ungefähren Abschätzungen Öfters 
öebrauch macht. 

Man kann die vorher abgeleiteten Formeln auch noch in 

etwas anderer Weise verwenden. Durch Einsetzen vonl/-' 
aus Gl. (380) in (381) erhält man nämlich, mit % — ip 

Nun ist beim aktiven Erddrucke tf, < ff,, tg^' daher nach 
Gl. (380) größer als 1, ^' selbst daher größer als 45", 2 (f-' 
demnach ein stumpfer, der Reibungswinkel ip dag^en ein 
spitzer Winkel. Aus Gl. (383) folgt somit 

2K''=g+y oder ^'— 1- + |-- (384) 

Hieraus folgt eine einfache Kegel für die Konstruktion der 
Gleitflächen. Diese sind unter 45" + dem halben Reibungs- 
winkel gegen die Horizontale, oder allgemeiner gegen die Rich- 
tung der kleineren Hauptspannung geneigt. 

Anmerkung. Bankiue hat diese Betrachtungen angewendet, 
um daraus die zulässige Belastung des Erdbodens durch das 
Fundament eines Bauwerks zu berechnen. Man denke sich nämlich 
den Erdboden bis zu einer Tiefe h aufgegraben und ihn dann in 
dieser Tiefe mit einem Draoke p auf die Flächeneinheit belastet. 
Ehe der Boden unter diesem Drucke nachgeben kann, muß a^~p 
über die Hauptspannungen a^ und a in dem vorher berechneten 
Verhältnisse hinausgewachsen sein, d. h. der horizontale Druck ba- 
tragt im Grenzfalle nur etwa ein Viertel von p. An den Seiten 
des Fundaments grenzt aber die stark belastete Erde an die nur 
durch die Erddecke von der Höhe h belastete an. Hier darf, 
damit das Gleichgewicht nicht gestört nird, der horizontale Druck 
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den durcb das Gewicht der Erde heryorgemfenen aenkrechten von 
der 6röfie yk niclit zu sehr übersteigen. Setzt man hier dasselbe 
Verhältnis ein, so würde man als Grenzbelastung des Fundaments, 
unter Voraassetzung der vorher augegebeoeu Zahleuwerte den Wert 
?fi äri» '*^®'' rund 14;'/* erhalten. 

Diese Abschätzung leidet freilich au verschiedenen Mängeln, 
vor allem daran, daS auf die Festigkeit des „gewachsenen" Bodens 
keine BUoksicht genommen ist. Der sogenannt« gewachsene Boden 
gleicht keineswegs einem Sandhaufen, sondern vermag auch Zug- 
spannungen aufzunefimen, so daß der Widerstand gegen ein Ab- 
gleiten keineswegs allein auf die Reibung zurflckzufQbreu ist. 
Außerdem ist auch die Spannungs Verteilung namentlich an den 
Grenzen des Fundaments nicht von so einfacher Art, wie sie 
vorausgesetzt wurde. Hier spielen die elastischen Eigenschaften 
des Bodens eine wichtige Rolle. Man ist daher von solchen 
B«chnungeu zurückgekommen und bemißt die Tragßkbigkeit des 
Bodens gewöhnlich ausschließlich auf Grund der nnmittelbaren 
Erfahrung. 



§ 57. Auvendbarkeit dieser Betraohtangen auf die Bereoh- 
nnng des SrddmckB gegen Stütsmauem. 

Man denke sich durch den Saadkörper, von dem vorher 
die Rede war, eine lotrechte Ebene gelegt und die auf der 
einen Seite dieser Ebene liegende Hälfte des Sandkörpers ent- 
fernt. Dagegen soll an die Stelle dieser Hälfte eine Mauer 
treten, gegen die sich die andere Hälfte des Sandkörpers stützt. 
Wenn die Mauer nicht da wäre, würde der Sand abstürzen 
und erst wieder ins Gleichgewicht kommen, nachdem die 
natürliche Böschung hergestellt wäre. Dieser Bewegung wider- 
setzt sich die Mauer and sie erfährt dabei einen Druck von 
dem Erdkörper. Man soll diesen Druck ermitteln. 

Am nächsten liegt es, diesen Druck auf die Stützmauer 
gleich dem Drucke d^ zu setzen, den die eine Hälfte des Sand- 
körpers vorher auf die andere Hälfte ausübte. Zur Begründung 
kann man sagen, daß es für die stehen gebliebene HiQftie 
nichts ausmachen könne, ob sie durch die andere Hälfte oder 
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darch eine diese ersetzende Mauer im Gleichgewichte gehalten 
werde. Indessen ist diese Erwägung doch nicht ganz richtig. 
So lange die eine Hälfte des Sandkörpers noch durch die 
andere gestützt ist, folgt aus Symmetriegründeo, daß öj, eine 
Haaptspannung sein muß. Diese Symmetrie geht aber voll- 
ständig verloren, sobald die Mauer an die Stelle der einen 
Hälfte tritt. Es kann dann sehr wohl sein, daß neben it, 
anch noch eine Tangentialspannnng t zwischen Erde und Mauer 
fibertragen wird. Wenn man bedenkt, daß eine Mauer leicht 
ein wenig nachgibt, indem sie nnter dem Einflüsse der seit- 
lichen Belastung eine kleine Drehung um eine wagrechte Achse 
ausführt, wird man sogar zu der Anschauung geführt, daß 
zwischen Erde und Mauer t den vollen Betrag der mit der 
Normalkomponenten s verträglichen Keibung annehmen werde. 
Über diesen Punkt ist schon viel gestritten worden und der 
Meinungsstreit wird auch wohl nicht eher aufhören, als bis es 
gelungen ist, die Frage auf einwandfreie Weise durch Ver- 
suche zu entscheiden. 

Wenn die Hinterääche der Mauer absolut glatt hergestellt 
werde könnte, so daß man sicher wäre, daß keine Reibung 
zwischen ihr und der Erde auftreten könnte, wäre es aber 
natürlich ganz unbedenklich, die Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen auf diesen Fall zu übertragen. Unter diesen Um- 
ständen wäre es in der Tat gleichgültig, ob die Stützung der 
einen Hälfte des Erdkörpers durch die andere Haltte oder 
anstatt deren darch die Mauer erfolgte. Sonst ist aber von 
den früheren Ergebnissen nur mit Vorsicht Qebrauch zu 
machen. 

Man kann sich einen durch eine horizontale Ebene be- 
grenzten Erdkörper auch durch eine Mauer gestützt denken, 
deren Kückenfläche in der Richtung der einen Gleitfläche des 
unbegrenzten Erdkörpers geht. Dazu muß sie nach GL (384) 
den Winkel -r- + g i °^^^ ^^^ W = 35* einen Winkel von 627j* 
mit der Horizontalen bilden. Ein solcher Fall kommt prak- 
tisch freilich kaum vor; wenn er aber verwirklicht wäre, 
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kSimte man mit größerem Rechte als vorher bei der senkrecht 
begrenzten Mauer sagen, daß der Ersatz des fortgeuomm^ien 
Teiles des Erdkörpers durch die Maaer in dem Spannungs- 
zustande des stehen gebliebenen Teiles keine Änderung her- 
beigeführt haben könne. Denn in der Tat wird die Bücken- 
fläche bei den kleinen Bewegungen, die Mauer und Erdkörper 
nachher noch ausfahren, ganz wie vorher bei den Bewegungen 
des Sandkörpers allein ale eine Gleitfläcbe dienen. Voraus- 
setzung ist dabei, das der Beibungewinkel zwischen Erde und 
Mauerwerk mindestens ebensogroB als der zwischen Erde 
und Erde ist. Als Erddruck auf die Rückenääche der Mauer 
können wir daher die sich für eine GleittlSche nach den Unter- 
suchungen des vorigen Paragraphen ergebende Spannung an- 
nehmen. Diese fällt übrigens der Richtung nach mit der 
anderen GleitMche zuBammen, denn der Winkel zwischen beiden 
Gleitflächen folgt nach Gl. (384) zu y — g; bzw. -^ -\- (p. Die 

Komponenten c' und t dieses Erddrucks können aus den 
Gleichungen (378) ohne weiteres entnommen werden, wenn 
man a^ nach Gleichung (382) in tf, ausdrückt und ^' an 
Stelle von ^ setzt; fflr 2^' nimmt man den aus Gleichung 
(384) folgenden Wert. Es bat keinen Zweck, dies hier weiter 
auszurechnen. 

Außerdem kommt noch ein anderer Fall in Betracht, auf 
den man die Untersachungen über den Spannungszustand im 
anbegrenzten Erdkörper ebenfalls ohne weiteres übertragen 
kann. Der Erdkörper sei hier nämlich nach oben hin durch 
eine unter dem natürlichen Böschungswinkel ^ geneigte Ebene 
begrenzt. In diesem Falle kennt man sofort die eine Gleit- 
ßäche für jeden Punkt des unbegrenzten Erdkörpers; sie läuft 
parallel mit der Oberääche. Die andere Gleitfläche bildet aber 
mit dieser den Winkel -^ — qi und daraus folgt, daß sie lot- 
recht steht. Die Richtungen der Hauptspannungen werden 
nun auch bekannt; sie fallen mit den Halbierungslinien der 
von den Gleitflächen gebildeten Winkel zusammen. 
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Denkt man sich diesen Erdkörper darch eine Maner mit 
lotrechter Rückenääclie gestützt, so wird gegenüber dem Zu- 
stande im unbegrenzten Erdkörper keine Änderung herbei- 
geführt, da die Rflckenöäche nach wie vor als Gleitöäche 
dient. Aus der Symmetrie des Spann nngszu Standes um die 
Hauptrieb tungen |herum folgt femer, dafi der Druck auf die 
eine Gleitfi'äche ebenso groß ist als der auf die andere. Der 
Druck auf die zur natürlichen Böschung parallele Gleitääche 
kann aber leicht angegeben werden. Er ist gleich dem Ge- 
wicbte des darüber lastenden Erdkörpers. Für ein Fläehen- 
element dF in der Tiefe z unter der Oberfläche (gemessen in 
der Richtung der Schwere) ist dieses Gewicht gleich 

yzdF'iOS^. 

Der Druck auf die Flächeneinheit der Rfickenfläche der Stfitz- 
maaer in der Tiefe s ist daher ebenfalls gleich 



und dieser Druck geht parallel zur Böschung, bildet also den 
ReibungBwinkel fp mit der Normalen zur Rückenfläehe. 



§ 58. Die Spredigkeit der Steine. 

Die in diesem Bande angestellten Untersuchungen beziehen 
sich zunächst in der Regel nur auf solche Körper, von denen 
man annehmen darf, daß sie dem Hookeschen Gesetze von 
der Yerhältnisgleichheit zwischen Spannungen und Formände- 
rungen gehorchen. Anf andere Körper, also namentlich anf 
Gußeisen and auf Steine lassen sich diese Lehren aus den 
schon im dritten Bande besprochenen Gründen nur naherungg- 
weise und mit Vorsicht anwenden. 

Für Steine und ähnliche Körper hat man freilich ver- 
wickeltere Festigkeitsaufgaben, wie sie in diesem Bande be- 
sprochen wurden, nur selten zu lösen. Dagegen ist der Stein 
ein Bo wichtiges Baumaterial, daß eine genauere Kenntnis der 
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ihm zukommenden FeBtigkeitseigeoachaften , soweit sie fQr 
praktische Verwendungszwecke in Frage kommen, sehr er- 
wünscht ist. Abgesehen von dem, was schon im dritten 
Bande besprochen wurde, weiß man darüber allerdings nicht 
viel, was sich in einer gedrängten theoretischen Fassang wieder- 
geben ließe. Man ist vielmehr in der Hauptsache auf die un- 
mittelbare Verwendung praktischer Versnchsei^bnisse auge- 
wiesen. Sobald sich aber auf diesem W^^e Gesetzmäßigkeiten 
erkennen lassen, die sich za einer einfachen Darstellnug eignen, 
tut man gut, sie auch in der Theorie zur Sprache zu bringen, 
und zwar selbst wenn man dabei zunächst dabin gestellt sein 
lassen muß, ob sie sich nicht nur in den besonderen Fällen, 
aus denen sie abgeleitet wurden, sondern ganz allgemein be- 
währen werden. Denn eine solche theoretische Aufstellung, die 
zunächst nur auf einer wohl b^rOndeten Vermutung beruht, 
vermag erst eine geeignete Grundlage für die weitere experi- 
mentelle Erforschung der betreffenden Erscheinui^n ab- 
zugeben. 

Diese Erw^ungen führen mich dazu, hier die Folgerungen 
mitzuteilen, die ich aus einer großen Zahl von Versachen 
über die Widerstandsfähigkeit von Steinen gegen Stöße ab- 
geleitet habe. Eine ausführliche Veröffentlichung der Versuchs- 
ei^ebnisse findet man in den „Mitteilungen ans dem mecha- 
nisch-technischen Laboratorium der Kgl. Technischen Hoch- 
schule in München", Heft 30, Verlag von Th. Ackermann in 
München, 1906. 

Bei diesen Versuchen wurden die Steine in der Form 
von Würfeln von etwa 3 bis zu 7 cm Kantenlänge geprüft, 
indem man sie in einem zu diesem Zwecke besonders berge- 
Btellten Schlagwerke einer Reibe von Sehlägen aus verschiede- 
nen Höhen atissetzte, bis sie zertrümmert wurden. Der Schlag 
des Hammers, der gewöhnlich ein Gewicht von 50 kg hatte, 
wird zunächst von einer kleinen Stahlplatte au%enommen, die 
auf den Steinwfirfel aufgesetzt wird. Auf die Übrigen Einzel- 
heiten der Versuchsanefühmng, die man in der angegebenen 
Quelle nachlesen kann, brauche ich hier nicht einzugehen. 
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Wenn man solche Versuche vornimmt, bemerkt man zu- 
nächst, daß es für jeden Steinwürfel eine gewisse Hubhöh» ^ 
des Hammers gibt, die ich als die „unwirksame" bezeichnet 
habe, aus der man eine große Zahl von Schlägen abgeben 
kann, ohne daß der Würfel dadurch zerstört wird. Wählt 
man d^egen die Hubhöhe des Hammers größer als %o, so 
wird zwar durch die ersten Schl^e auch keine sichtbare Ver- 
änderung des Würfels herbeigeführt; wenn man aber die Sch^ge 
aus derselben Höhe h immer weiter fortsetzt, so wird schließ- 
lich nach einer Anzahl n dieser Schläge der Würfel zerstört. 
Die Zahl n ist, wie sich voraussehen ließ, unter sonst gleichen 
Umständen um so kleiner, je mehr k die „unwirksame" Hub- 
höhe Äg überschreitet. Und zwar besteht, wenigstens bei den 
Steinen, die ich daraufhin untersucht habe, die Beziehung, 
daß man 



setzen kann. Wie aus der Gleichung schon hervorgeht, gibt 
die in ihr vorkommende Eonstante a an, um wieviel h größer 
sein muß, als ^g, damit ein einziger Schlag gerade ausreicht, 
Tim den Würfel vollständig zu zerstören. 

Die Konstanten a und h^ hängen noch von dem Hammer- 
gewicbte Q, dem sie umgekehrt prc^ortional gesetzt werden 
können und dem Volumen F des Würfels ab, zu dem sie, 
wie die Versuche lehren, unmittelbar proportional sind. Bildet 
man daher aus der vorigen die neue Gleichung 



M. 



'V«) 



»«, 



80 sind die beiden tu ihr vorkommenden Konstanten -^ und 
-^ nur noch von dem Material abhängig, dessen Widerstands- 
fähigkeit gegen Stöße durch sie vollständig beschrieben wird. 
Die beiden Materialkonstanten haben die Dimension einer auf 
die Volumeneinheit bezogenen Arbeitsleistung oder auch, was 
auf dasselbe hinauskommt, die Dimension einer auf die Flächen- 

Fappl, ElaatliittUlheorie, 24 
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einlieit bezogenen Spannung, d. h. sie können ebenso wie die 
Druckfestigkeit in atm. nasgedrückt werden. 

Ein Körper, der zwar große ruhende Lasten aufzunehmen 
vermag, aber durch Stöße leicht zerstört wird, heißt „spröde". 
Im umgekehrten Falle nennt man ihn „zähe". Durch diese 
Bezeichnungen der Umgangssprache wird eine Eigenschaft aus- 
gedrückt, die für praktische Verwendungszwecke, insbesondere 
für die Verwendung von Steinen zu Straßenb anzwecken, oflfen- 
bar von großer Bedeutnng ist. um diese Eigenschaft zahlen- 
mäßig ausdrücken zu können, muß man zunächst eine ge- 
nauere Definition der Sprödigkeit oder Zähigkeit aufstellen, da 
diese Begriffe iu der Umgangssprache zu unbestimmt sind, als 
daß man eine Messung darauf gründen könnte. Dabei ist der 
Willkür noch ziemlich viel Spielraum gelassen, wenn auch kein 
Zweifel darüber möglich ist, daß die Materialkonstanten -^ 
und -^ dabei zu verwenden sind. Bei der Wahl, die man 
noch treffen kann, wird man vor allem auf die praktische 
Brauchbarkeit der in solcher Weise näher bestimmten BegrifiFe 
Rücksicht zu nehmen haben und zwar namentlich auf die 
Möglichkeit^ die danach anzugebenden Zahlenwerte ans den 
Versuchset^bniasen leicht ableiten zu können. 

In dieser Hinsicht hat man nun mit der Schwi6rigkeit zn 
kämpfen, daß eine Anzahl von Versuchskörpem, die aus dem- 
selben Material hej^steUt und in der gleichen Weise be- 
handelt werden, in der Regel ziemlich große Unterschiede auf- 
weisen, die von sufalligen Umständen herrühren. Man maß 
daher stets eine größere Zahl (mindestens etwa sechs) Würfel 
in derselben Weise behandeln, um sicher sein zu können, daß 
der aus den sechs Versuchsergebniasen gebildete Mittelwert — 
etwa der Schlaganzahl n bei dem vorher beschriebenen Vor- 
gehen — durch zuföllige Abweichungen nicht mehr zu sterk 
beeinflußt sein kann. Hiermit hat man aber erst eine einzige 
Angabe und um a und \ einigermaßen genau ermitteln zu 
können, muß man daher eine größere Zahl von Versuchen 
vornehmen. Das. erfordert so viel Zeit und so große Kosten, 
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daß man eie nicht läu£g aiul nieht för alle TerecHiedeuen 
Uaterialiea, die man miteinander vergleichen möchte, auf- 
wenden kann. 

Diese Umstände nötigen in der Regel zu einem Temchte 
auf die Ermittelung der Materialkonstanten ^ und ^- und 
zo einem abgekürzten Verfahren der Ermittelung der Wider- 
standsfähigkeit gegen StöBe und hiermit der Zähigkeit oder 
Sprödigkeit, so daß diese nicht mehr Mflhe macht als man 
zur Untersuchung jeder einzelnen Steinsorte füglich anzu- 
wenden vermag. Für solche Prüfungen zu praktischen Zwecken 
habe ich mich daher für das folgende Verfahren entschieden. 

Jeder Steinwflrfel wird zuerst ausgemeseen. Sollte sein 
Volumen gerade 25 cm" betreten, so wird anf ihn ein erster 
Schlag des 50 kg schweren Hammers aus 1 cm Höhe ab- 
gegeben. Bei einem anderen Volumen wird die erste Hab- 
höhe d in demselben Verhältnisse größer oder kleiner an- 
genommen, also z. B. bei 100 cm' zu (^ — 4 cm. Dann folgt 
ein zireiter Schlag aus der Höhe 2d, ein dritter aus der Höhe 
3(2 usf., bis der Würfel zerstört ist. Von dem letzten Schlage 
kann man ungefähr einschätzen, zu welchem Anteile er noch 
zur Zerstörung nötig war; die damit verbundene Unsicherheit 
macht im Yersucheei^ebnisse nur wenig aus. Dann ermittelt 
man die gesamte, bei allen diesen Schlägen aufgewendete 
Arbeitsleistung und dividiert sie durch das Volumen des Würfels. 
Der in dieser Weise abgeleitete Wert bildet auch eine Material- 
konstante, die natürlich von den beiden vorher besprochenen 
abhängig ist, nun aber unmittelbar zur Beurteilung der Wider- 
standsShigkeit g^en Stöße verwendbar ist. Ich bezeichne sie 
als die „Wertziffer" des Materials^ sie wird selbstverständlich 
nach dem Mittelwerte der PrÜfan^ergebnisse von einer Anzahl 
(gewöhnlich sechs) nach dem gleichen Ver&hren behandelten 
Würfeln angegeben. 

Für die Beurteilung der Verwendbarkeit eines Stein- 
materials etwa zum Straßenbau kommt es auf die Wertziffer 
selbst an. Man kann aber daraus unmittelbar auch ein Maß 
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för die SprÖdigkeit ableiten, indem man die in gewölinlioliet 
Weise (mit ungeeclimierten Druckflächen) ermittelte - Druck- 
festigkeit durch diese WertzifTer dividiert. Der reziproke Wert 
der SprÖdigkeit kann als Maß der Zähigkeit dienen. Beide 
VerhältnisBe sind absolute Zahlen. Bei den bisher nach diesem 
Verfahren Torgenommenen Bestimmungen 1^ das Sprödigkeits- 
verhältnis zwischen etwa 2,8 (bei einem besonders zähen Granit) 
und etwas über 30 (bei Sandsteinen oder Beton). 
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Zusammenstellung der wichtigsten Formeln. 

I. Abschnitt. 

SpannnngsznatAna ond Brnohgefahr; Homeate von HuaeD. 

t'S = rS', (4) 7 

Zns&minenliaiig zwischen den Spannungen § und ä', die auf 
der Spannungebugel A zu irgend zwei EinheitEvektoren 
r und r' gehören. 

dff = 2ätft, (6) S 

dß Änderung der Normalspannung a, die zn einem Port- 
schreiten um dv auf der SpannungBkngel gehört. 

g = r-^^ö^ + r,*<J^ + r^^tJ,. (8) 10 

r = yi^VTflv"^~^J"T7,V?(ff, - ff,)» + r,V(«. - «,)'■ (9) n 

fl und T Normal- und Schubspannung an einer Stelle der 
Spannungskugel mit den Koordinaten r^r^rg, wenn ff^ff-ff, 
die drei Hauptspannungen sind. 

.■ +(..-.)(.,-.) 
'■ T.-.)C.-.) ■ ("' " 

Auflösung der vorhergehenden Gleichungen nach r^. 

9(=^wrar, (16) so 

91 Vektormoment einer aus den Massen m bestehenden 
Massenrerteiluug in Bezug auf einen Punkt, von dem die 
liadieuTektoren I nach den m gezogen sind und m Bezug 
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Seite 

auf eine durch diesen Punkt gehende Achse mit dem Ein- 
heitsvektor a. 

' ' ' ' }. ("20) 82 

Zusammenhang zwischen den Spannungskomponenten e^ usf. 
mit den Trägheits- und Zentrifugalntomenten & und einer 
Massenverteiiung, wenn diese zur Darstellung des Spannunge- 
zustondsB gebraucht werden. 

93 = S( + oppJtf, (21) 85 

S Yektonnomeut fOr einen zweiten Punkt, von dem nach dem 
ersten, auf den sich Ä bezieht, der Radiusvektor p geht, 
Jlf die Gesamtmasse; die Achse a ist in beiden Fallen dieselbe. 



n. Abschnitt. 

BksUzlt&tstheorie der Sdielben und der Platten. 

So^ dr^^ er,, ^, 

ei + T? + Tf + ^ = 

l7 + ir + T? + ^-^ ■ (24) 45 

Öleichgewichtsbedingui^fen gegen Verschieben am Volumen- 
elemeute; ebenso wie die nächsten Formeln aus Band 111 
übernommen. 

/8I 



' \ox ' m — V 



(fj + irl.) - CT « 



o, -2(S( 



„Google 



Znaammenstelliuig der wichtigetea Formeln. 
'" 0' \oy dxj\ 



"-H + l^ + U' (29) « 

ZurUckfQbrung der Spaimungskomponenten <s und r auf die 
Versdüebungskomponenten |i;g, G Schubelastizitätsmodul, 
e kubiaclie Äusdebnimg. 

^■l+i'-ifi + l-O , P2) 49 

"^t + ^.f.+i-"] 
elastiscbe Orundgleicbungen, XYZ Kompanenten der 
auf die Yolumeneinheit bezogenen äußeren Massenkraft; diese 
kann gewöbnlicb rernaclilässigt werden. 

V»fi-0, (35) 50 

V»-V»|-0, (35a) 50 

Differentialgleichongen, denen e oder | (und ebenso ti und i;) 
für sich genügen milseen (durch Elimination aus den 
elastischen Grundgleichungen gefanden). 

w^^d-h' + w-"' (*!*) '' 

ßleichung für die Verschiebung fg der Mittelfläche einer 
Platte, wenn überall a^ = gesetzt werden kann. 

ff =^- fl =^ 



't >' dxdy ^ ' 

Spannungskomponenten für den Fall ebener Formänderungen 
ausgedrückt in einer Spannungsfnnktion F; 



(49) 68 

(50) &« 
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Seit« 

Differentia^leichung, der diese Spann ungsfanktion genügen mnß; 

Änsdrack für die zur Ebene senkrechte Spannungskomponente 0,, 
k eine Konstante. 

G dx.'y U dx'cyj '^ dy* U dY mA dx^) 

Differentialgleichung für die Spannungsfuuktion einer Scheibe 
von veränderliclier Dicke A, wobei 

s, = he, — ^ i 
ist uaf. 

Differentialgleichung ffir die Spannim^fanktion JF einer Scheibe 
von konstanter Dicke in Polarkoordinsten r, qo; dabei ist 

"^ r' Cip' r CT ' ' er" cr\r c<p/ ^ ■' 

Für den Fall, daß F von (p unabhängig ist, vereinfacht sich 
die Differentialgleichung zu der sofort integrablen Gleichung 

F= (ar'' + ^ + ^r-" + ' + yr" + dr-") sin «91. (90) «1 

Lösung der Gleichung (67) für die Spannungsfonktion für 
jedes ganze positive «, das größer ist als 1. 

^ <lr' ^ dr T hArXdr m^ ] 

+ (3 + ^)»*r'_0, (96) 96 
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Seil« 

Gleichung für die Spannuagsfunktion einer rotierenden 
Scheibe von ungleicher Dicke h; k ein Faktor, der der 
Winkelgeschwindigkeit proportional ist. Für den Fall, daß 

k-cf^ (97) 96 

gesetzt werden kann, lautet die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichnng 

F^ar'^^ + Ar" + Bi^, (99) 06 

worin A und B die willkürlichen Integrationskonstanten und 
die Konstanten a, a, ß bestimmte Wei-te bedeuten. 

BiegiingBgleichung einer Platte mit der Belastung p; 
^ ist die Ausbiegung der Mittelfläche, h die konstante Dicke; 



(?+?■-->)■' (l"")!»« 



Lösung der Gleichung für die elliptiBche Platte tou den 
Halbachsen a und b bei eingespanntem Rande für eine gleich- 
förmig verteilte Belastung; c eine mit der Belastung propor- 
tionale Konstante; 

größte Spanniing am Plattenrande. 

.-^T-i Tb [df + V^ dV -^ 7 Fr) ^» = ^ • (^12) "» 

Plattengleichung in Polarkoordinaten r,if>\ vereinfacht 
sich erheblich, wenn t^ uiiabhängig von qo ist. 

2 = ftfo, (116)112 

Platte auf nachgiebiger Unterlage, Ic Bettungsziffer, 
q Auflagerdruck för die Flächeneinheit, t^ Einsenkung. 
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S«ite 

Differentialgleichung für die Platte anf uacligiebiger Unterlage, 
p die aaf die Flächeneinheit bezogene Belastung. 

Deönitionsgleichung des Operators E*. 

EinfGbrung der Länge l, die das elastische Verhalten der 
Platte auf nachgiebiger Unterlage am kürzesten kennzeichnet. 
Mit dieser HüIfsgröBe schreibt sich die Differentialgleichung 
der kreisförmigen, symmetrisch belasteten Platte au allen 
Stellen, die unbelastet sind, in der einfachen Form 

i*EH<, + ?o-0' (122)115 

Die Lösung dieser Gleichung fUr die in der Mitte belastete 
Platte findet sich mit der Abkürzung e—j und ^ = j in 
Gl. (140), S. 119. Die dabei auAretenden Integrations- 
konstanten werden durch die Gleichungen (147) bis (149), 
S. 122, ermittelt. In § 22, S. 125 findet man ein voll- 
ständig durchgerechnetes ZahlenbeispieL 

Differentialgleichung für die Plattenschwingungen, (t auf 
die Flächeneinheit bezogene Masse der Platte. 

simultane Differentialgleichungen für die dünne Platte mit 
großer Äusbiegung; dabei ist F die Spannungsfunktion, 
g die Ausbiegung, p die Belastung, h die als konstant to- 
rauBgesetzte Wanddicke. Für den Fall der kreisförmigen, 
symmetrisch belasteten Platte vereinfachen sich diese 
Gleichungen zu 



K; + 2 5|.fe + l5 +».^'-0. (1^1) lao 
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(167) 142 




(168) I4S 



die sich für gewisse Annahmen von p als Funktion ^ 
int^^ieren lassen. 



in. Abselmitt. 

Die TerdrelmiigBelaBtizität ron priHmatiHaheu Stätian und von Um- 
drehnngskürpern. 

ij = ca;^ ; g cxtf, (169) 145 

|y + Ö = 0, (170)146 






(172) 14« 



Orundgleichungen fUr das Torsionsproblem des prismatischen 
Stabs, I Verschiebung in der Richtung der Stabaehae, »j^ 
Verschiebungakomponenten in der Qnerschnittsebeiiej e Ver- 
drehungswinkel für die Längeneinheit. Die letzte Gleichung 
bezieht sich auf die Grenzbedii^ang am Qaerscbuittsumfang, 
wobei 3 = f(y) die Gleichung der UmrißUnie sein soll. 

'—■ ainh ^-^- sin S ^ einh 3 ^ 
<. , oia- ) -ia 2 a ia 2a, 

i--es,+ -^c -^ -.— + 



(179)165 
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Lösung für den rechteckigen Stab mit den Halbseiten a 
und b; auf S. 155 ist im Nenner deB zweiten Gliedes in 
der Klammer ein Druckfehler etehen geblieben, indem es 
dort cosh4^ heißt, während die 4 durch 3 zu ersetzen 
ist, wie vorstehend angegeben. 

Jf-lfiU—, {184)16» 

Formel für den Verdrehnngawinkel Jtp einer Welle von 
der Länge l und quadratischem Querschnitt, o^ Quer- 
schnittsseite, M Torsi onsmoment, G Sehnbelastizitätsmodul. 

M~cGj a'(fc - 0,63a) , (186) 1«0 

Formel für den auf die Längeneinheit bezogenen Verdrehnngs- 
winkel c eines rechteckigen Stabs, dessen eine Halb- 
seite b viel größer ist als die andere a. 

T„„ = 0,592 -J = 4,74 ^, , (189) 182 

^n» größt« VerdrehuDgsspannuQg fllr einen Stab von qua- 
dratischem Querschnitt von der Seite «1 = 2«. 

'—.»-(»-'.,.3.)' C^)"« 

daeselbe für einen sehr flachen rechteckigen Querschnitt 
(fc > a). 

c Verdrehungswinkel fllr die Längeneinheit eines Stabs von 
regelmäßig dreieckigem Querschnitt, s Querschnittsseite. 

t™.x -,-, (196) i«8 

die größte Spannung für diesen Fall. 

S+»--2=G, (198) m 
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Differentialgleichung für die Spanniingsfunktion des Tor- 
sionsprohlemB mit t^^ = — äj "^sf. 



8y' 



^ + 



BiffereDÜalgleichung fUr die Äuebieguag w einer elaetischen 
Haut Tou der gleichmäßigen Anspannung S unter der Be- 
lastung p. Auf dem Vergleiche dieser Gleichung mit der 
vorhergehenden beruht die experimentelle Lösung des 
Torsi onsproblems. 

g„0; ri=pz; i;=-py, (204)17» 

S + S + tK-o. C209)m 



dp 

dp ' 



(212) 188 



Gnindgleichnngen für das Torsionaproblem eines Um- 
drehungskörpers; die Variable p erhält ihre Deutung 
durch die Gleichungen (209) und (212), von denen die letzte 
sich auf die Grenz bedingu Dg an der Umrißlinie des Längs- 
schnittes bezieht. 

C 
M = 3, (213)186 

Lösung für den kegelförmigen Stab, C eine dem Torsions- 
momente proportionale Konstante. 

H--I + ä>'-' {223)198 

Differentialgleichung für die Flüssigkeitsströmung « der hydro- 
dynamischen Abbildung des Spannungsfeldes im Längs- 
schnitte des ümdrehungakörpers, % die X-Komponente von 
u, B Krümmungshalbmesser der Stromlinie, r Abstand von 
der X-Achse, -j- Differentiation in der Richtung der Nor- 
malen zur Stromlinie: 
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S«ltB 

ti-i + 'f- (224) m 

dasselbe für die Sohubspannung t, wenn man von der 
hydrodynamischen Abbiidang wieder znm Spannungsfelde zu- 
rückkehrt. 

M'i.2%^y, (232)202 

M kritisches VerdrehungsmomeDt für das Auaknioken 
einer sehr langen Welle, 9 polares Trägheitsmoment, l Länge. 



IV. Abschnitt. 

Umdrehnngskörper mit achsi&ler gymmetrlaolieF Belutnng; 
WärmeBpannnnKen. 

o-i^^ + i), (^) 

EinfObmng des Operators D. 

% + "'-» j 



(237) sio 



Gleichgewichtsbedinguligen am Voliunenelemente; die X-AdiBe 
fällt mit der SymmetrieacliBe zusammen. 

"dr \cr^ rIZr \dr<^ r dr) ] 

EiüfüliruDg der Operatoren D* und E*, die zur Abkürzung be- 
nutzt werden. 

--"li + S + E'S-o 1 

die elastischen Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten, 
if Verschiebungskomponente in radialer Richtung. 
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9 = 



ichtigsten FormelD. 

(«» + D»)«B - 0, 
Lösnng für den Zylinder, falls die Konstante 



383 

(244) 2U 

(245) ai5 

und die 
Funktion E von r passend bestimmt werden. Die Losung 
der letzten Gleichung erfolgt dann durch Reihendarstellungen ; 
die Konstant« a ergibt sich als Lösung einer transzendenten 
Gleichung mit unendlich vielen komplexen Wurzeln. 

(g^^+E»)F-0, (257)828 

Laplacesche Gleichung für die Potentialfunktion V von 
außerhalb liegenden, symmetrisch verteilten Massen. 

„ „ m — 2/x 1 

«, = 2Gc--(^-^j^- 



(271) MI 



" 4kG' 



(272) 232 



Lösung von Boussinesq für den Spannungszu stand in dem 
durch eine Ebene einseitig begrenzten, sonst unendlich 
großen Körper, der an der Stelle x = 0, r = eine Last P 
trägt. Die X-Ächse steht senkrecht zur Grenzebene, 

R> = r' + xK 



= 2«^ 



+ ; 



V| + ; 



«■+1 



:) usf., (276) 288 

mf., (277) 288 



Spaimnugen und elastiBche Grundgleichungen für die Wärme- 
spannungen, a Ausdebnungskoeffizient, t Temperatur 
(Funktion von xyz). Für Umdreliungekörper gehen die 
elastiEchen Grondgleichungen über in 
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chtigtten Formeln. 
.9»' + » ?* _n ' 



P + Dd 



(280) 28» 



ist. Fflr einen Hohlzylinder mit den Radien r^ und r^ und 
denTemperaturen t, und t^ erhält man an den von den Zylinder- 
enden weit genog entfernten Stellen die größten Span- 
nungen 

1) fflr »■ — »■( 



2) ßr >■ - r. 



An den Zylinderenden treten aber größere Spannungen 
auf. Das Zylinderende erfahrt eine Erweiterung q^ gegen- 
über dem Mittelstück, die 



" 0,38 r„ai(^, - Q. 



(295) 256 



gesetzt werden kann und die grÖBte Spannung am Zylinder- 
ende wird 



ö,""- 1,05 £«1 ((, — („). 



(296) 256 



Hier bedentet cc^ den Ausdehnungskoeffizienten und die Formeln 
gelten nur näherungsweise und unter der Voraussetzung, daß 
die Wanddicke des Kohres als klein gegenüber dem Durch- 
messer betrachtet werden kann. 
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V. Abschnitt. 

Die allgemeinen Sätze ttber die Forminderangaarbeit; 
Gigenapaonnngen. 



Ä^ofl 



Darstellung der Pormäiiderungsarbeit A ala Funktion der 
FormändenmgBgrSBen e (Dehnung) und y (Winkeländerung); 
die Integration erstreckt sich über das Volumen des Körpers. 

2;9ß« -dA = 0, (304) 267 

Aussage des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten 
für elastisch feste Körper; ^ äußere Kraft, il virtuelle Ver- 
schiebung ihres Angriäspunktes, A ist nach Ol. (364) ein- 
zusetzen. 

^ = if{ -.Ar (*-' + < + •*-') - -™ 1 ("' + ". + "-y 

-i- -ö(V + ''^-* + V*)]*^"' (314)288 

Darstellung der Formänderungsarbeit A als Funktion der 
SpannungBgrößen e und t; 

ÖA = 0, (315) 28« 

Satz von der Variation des Spannungszustandes (allge- 
meinste Fassung des entsprechenden Satzes von Castigliaoo); 
bei der Variation ist A nach Gl, (314) einzusetzen und eine 
Variation zu betrachten, die überall den Gleichgewichtsbedin- 
gongen genügt, während die elastische Formänderung dabei 
außer Berücksichtigung bleibt. 
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Stlta 

BediugtmgBgleicliuiigeD für die sechs FormändenmgBgrößen e 
und y, die zu den Eigenspannungen gehöreo (treten für 
dieaeD Fall an die Stelle der elaatiBchen Grundgleichangen). 

<j^ = c(r — ä), (325)807 

einfachster Ansatz für die GuBspannungen in einer Kugel 
vom Halbmeseer a; a^ Spannung in radialer Richtung im 
Abstände r vom Mittelpunkt, c eine von den Herstellunga- 
bedingungen ablUtngige Eonstante. 



Tl. Abschnitt. 

YersoUedene Änwendanges. 

£= as^ + cV 



(326) 8U 



|i]^ die Yerschiebungskomponenten, die der Hertzschen 
Theorie der Härte zu Grunde liegen, V das Potential 
einer über die kleine Drockfläche verteilten Masse, mit deren 
Mittelpunkt der Koordinaten Ursprung zusammenfallt, während 
die ^'Aclise in der Richtung der Normalen zur Oberfläche 
gezogen ist. Zwischen den Konstanten a, b, c bestehen die 
Beziehungen 

2a + — ^ (a -f fc + c) — (327) 815 



(329) «18 
(332) 821 



a — b + c~0. 
Für sehr kleine Abstände z hat man 
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wenn (i die Dichte der MassenTerteÜQiig über die Dracb- 
fläche an dieser Stelle bezeielmet; hiermit wird ferner 

(O.-B - ^*aGn. (333) «31 

Für alle Punkte innerhalb der Druckfläche hat man za 



ri J^' + yiy' — f 



(338) 82& 



Dabei sind ^^7, Konstanten, die von den Erfimmangsbalb- 
messem der Oberflächen der beiden aufeinander gedrückten 
Körper abhängen, a ist die Abplattung, die Zeiger 1 und 3 
bei a und m (Poissonsche Konstante) beziehen sich auf 
den ersten und den zweiten Körper. 



V^t 



4p 



(2p'-«'), 



(340) 888 



Potential einer kreiBfSrmigen MaBBenverteilung inner- 
halb des Kreises vom Halbmesser p im Abstände u vom 
Mittelpunkte, fi^ Massendicbte in der Mitte; an anderen 
Stellen sind die Massendichten proportional den Ordinaten 
einer über dem Kreise errichteten Halbkugel. (Hilfssatz 
aus der Potentialtbeorie). 

Aus dem Vergleiche von (338) und (340) folgt für die Kon- 
stanten 



■t — 2yp' 



(343) 8 



(345) SSO 



P die Kraft, mit der die Körper aufeinander gedrückt werden; 
aus der letzten Gleichung läßt sich der Halbmesser p der 
Druckfläche berechnen. 



« c^r — *^»'i<Pi sin <p^ — c^r^tpj sin tp^, 



(351)8 



.vGoogIc 



3S8 ZusammeaBtelluiig der wichtigsten Fonuelft. 

i^ Spannang^oaktioo für den ebenen Spannungszustand in der 
Walze eines UolIenlagerB, rr^r^ Abstände des betrachteten 
Punktes Tom Kreiamittelpunkjie und den beiden Lastangriffs- 
punkten, (pi und 9^g die Winkel zwischen r, nnd r^ und der 
Lastrichtungslinte. Zwisuben den Konstanten c besteht die 
Beziehung 

^c,-^, (357)8 



a Halbmesser des Querschnittskre 



(361) 341 



P Belastung, / Länge der Walze. 

w ZuBammendrückung der Walze, b^ halbe Breite der 
Drucksache. Hierfür kann auch 

•'■ - 2 "^."i' 1 (l'^»' + 's"'p-) (312) »52 

geschrieben werden (Bezeichnungen wie vorher). 

F~\p[r*-2angr-^'-'^/'^-cos2^\, (373)858 

Spannnngsfunktion für einen sehr breiten durchlochtea 
Zugstab (Kirsch), a Halbmesser des kreisrunden Loches, 
rqi Polarkoordinaten der betrachteten Stelle, p Betrag der 
Zugspannung in größeren Abständen vou dem Loche; 

»««^Si», (375)854 

größte Spannung am Lochrande. 

7 = 2 r + 1 ± 2/yr + 1, (382) 862 

Verhältnis zwischen der größten und kleinsten Haiiptspannung 
in einem lockeren Erdkörper an der Girenze des Gleiiih- 
gewichts, f Reibungskoeffizient. 
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